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KATA PENGANTAR 

 

Mengingat akan kesulitan - kesulitan yang sering dialami para mahasiswa 

eksakta dalam mempelajari persamaan diferensial, serta kurangnya buku- buku 

mengenai persamaan diferensial maka penulis berusaha mengatasinya dengan 

menyusun persamaan diferensial ini.  

Dalam buku persamaan diferensial ini, penulis telah berusaha menyajikan 

bahan- bahan dalam bentuk pemecahan atau uraian- uraian yang mengandung 

unsur – unsur didaktik dan metodik yang singkat, praktis dan konstruktif dalam 

uraian- uraian pembuktian rumus maupun dalam penyelesaian soal. 

Jadi semua uraian- uraiannya mudah dipelajari dan dimengerti, demikian 

pula contoh- contoh soalnya. Inilah yang membedakan buku ini denga buku- 

buku lain yang mengandung persamaan diferensial. Semoga dengan dibuatkan 

buku ini pembaca dapat memahami tentang definis, teorema, dan pernyataan 

secara detail dengan memperhatikan contoh-contoh soal yang mengiringinya. 

Cobalah untuk menjawab soal-soal yang ada pada setiap akhir bab. Silahkan 

belajar kelompok sebagai sarana diskusi sekaligus untuk menghilangkan rasa 

jenuh. 

Akhirnya, diharapkan semoga buku ini bermanfaat bagi pembaca khususnya 

mahasiswa. Penulis juga mengharapkan kritik dan saran yang bersifat 

membangun demi pembuatan buku selanjutnya yang masih berhubungan 

dengan persamaan diferensial. 

 

  Pematang Siantar,   September 2021 

 

 Yanty M. R. Marbun, M.Pd 
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BAB I 
PERSAMAAN DIFERENSIAL TINGKAT SATU DERAJAT SATU 

 

 
 

Variabel  Yang Dapat Dipisahkan 

Bentuk Umum: 

   P (x,y)dx + Q (x,y)dy = 0 

Persamaan ini dapat diselesaikan berdasarkan bentuknya, dimana  terdiri 

dari 2 bentuk yaitu: 

1. M (x)dx + N (y)dy = 0 

Fungsi yang mengandung dx hanya fungsi x, dan fungsi yang mengandung 

unsur dy hanya fungsi y, sehingga kedua ruas bisa langsung diintegralkan 

menjadi: 

∫ ( )    ∫ ( )      

2.  ( )  ( )    ( )  ( )     

Fungsi yang mengandung dx ada fungsi x, dan ada fungsi y, dan fungsi 

yang mengandung unsur dy ada fungsi x dan ada fungsi y, sehingga kedua 

ruas harus diubah dulu menjadi bentuk pertama. Dengan membagi kedua 

ruas dengan  ( )  ( ) menjadi: 
 ( )

 ( )
   

 ( )

 ( )
       ∫

 ( )

 ( )
   ∫

 ( )

 ( )
     

Contoh Soal: 

1. (    )   (    )     

 

Penyelesaian : 

Jawab:  
 (   )    (   )  
→                 (   )(   ) 

∫
 

   
   ∫

 

   
      

∫
     

   
   ∫

     

   
      

∫
   

   
   ∫

 

   
   ∫

   

   
   ∫
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∫     (   )  ∫     (   )     

    (   )      (   )                 

  ⇒misalkan C1=ln C 

      
   

   
     

       
   
         

         
   
      

      
   

   
   

(   )       (   ) 

 

2.      √     dy = 0 

 

Penyelesaian : 

     √     dy = 0…………….          (√      ) 
 

√     
   

 

  
     

∫
 

√     
   ∫

 

  
     

        ( 
 

 
   )     

        
 

   
 =    

            
 

   
                 

 (           )  
 

  
 

 (           ) 
       , misalkan :        

   
 

 (         )
     

3.  (   )     (   )     

Penyelesaian:     

 (   )     (   )        
        
→               (    ) 

∫
   

  
   ∫

   

 
      

∫
 

  
   ∫

 

  
   ∫

 

 
   ∫

 

 
      

∫
 

  
   ∫

 

 
   ∫

 

 
   ∫      
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          ⇒misalkan C1=ln C 

  
 

 
   

 

 
     

  
 

 
       

 

 
 

  
 

   
   

 

 
 

Dimana, 

 ln        

   
 
       

 
  

 

   
     

 
  

        
 
  

Latihan Soal: 

Selesaikan solusi dari persamaan diferensial dibawah ini: 

1. (1+2x2)y y’ = 2x(1+y2) 

2. x2y dx + (x + 1)dy = 0 

3.    (   )        

4.                         

5. 
  

  
 

      

      
 

6. (    )
  

  
  (   )(  √    ) 

7. 
  

  
 

(   ) 

 √   
 

8.    (    )   (   )(    )     

 

Persamaan Diferensial Homogen 

Bentuk Umum : 

 (   )    (   )     

Ciri umum Homogen : Tiap suku derajatnya sama. 

Contoh :  

1.  (   )                 

 (     )                    

 (     )    (           ) 

    (   )           Homogen derajat 2 

2.  (   )       √      

F(     )     √          
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                       √       .  √     / 

   (   )           Homogen derajat 1 

3.  (   )         

F(     )           (     )       Non Homogen 

Bentuk umum diatas dikatakan PD Homogen jika :  

Fungsi M dan N adalah homogen dengan derajat sama. Persamaan ini dapat 

diselesaikan dengan subsitusi : 

  
 

 
 atau      

                                       

 (   )   (    )     ( ) 

 (   )   (    )     ( ) 

   ( )      ( )(       )    

                                                                                       :                  

  ( )    ( )(       )    

  ( )      ( )      ( )     

 

 * ( )     ( )+      ( )     

       :dibagi dengan     ( )     ( ) 
  

 
 

 ( )

 ( )    ( )
     

Maka : ∫
  

 
 ∫

  

 ( )    ( )
     

Contoh soal :  

Carilah jawab persamaan differensial : 

1. 
  

  
 

      

  
 

 

Penyelesaian:   

 

 
  

  
 

      

  
 

     (      )    

     (     )              :                 

 

 
   

 

 
   .

 

 
/
 
     .....................(1) 

Substitusi   
 

 
        

            

Persamaan (1) menjadi: 

  (       )              
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                    dibagi           

   
  

 
    

∫   ∫
  

 
     

                                 , subsitusi nilai v = y/x 
 

 
                                  , di ln-kan 

 
 

                               , misalkan        

  
 
    

2. 
  

  
 

 

 
    

 

 
 

Penyelesaian :  

.
 

 
    

 

 
/      

.
 

 
    

 

 
/            ( )  

                
 

 
                    ( ) 

         (      )   (       )    

                     

                : (       ) 
 

 
   

 

    
     

∫
 

 
   ∫

 

    
      

        ∫
 

    
    ⁄

      

       ∫
    

    
      

           

            

           

    ∫
    

    
      

    ∫
 

 
        

    ( ∫
 

 
  )     

    (    )     

    (       )             
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         (       ) 

               

           
 

 
 

   
 

 
    

 

3. 
  

  
   

 

 
     

 

 
 

              

(  
 

 
     .

 

 
/)     ........................................(1) 

(  
 

 
     .

 

 
/)         

Subsitusikan :   
 

 
                 ke (1) 

(        ( ))   (       )    

                         

(       )          

                     : (       ) 
 

 
   

 

     
     

∫
 

 
   ∫

 

     
     

    (     )    

                         
 

 
 

   .
 

 
/        

4. 
  

  
 

 

  √  
 

              

     (  √  )   ...................................(1) 

       (  √  )                                     

     .  √   / (       )    

     (   √ )(       )    

                 √      √      

   √           √      

   √    (     √ )     

  √    . √  (     √ )     

  √           (  √ )     
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  √       (  √ )     

  √       (  √ )                 :    √   

 

 
   

  √ 

√  
     

∫
 

 
   ∫

  √ 

√  
     

    ∫(   
 
 )( 

  
 )     

    ∫( 
  
 )   ∫        

      
  
        

    
 

√ 
                         

 

 
 

    
 

√
 

 

   
 

 
  ,,,,,,,selesaikan ke eksponen 

 

5. (       )   (       )     

              

(       )   (       )                     :                 

( 
 

 
 .

 

 
/
 

)   (   .
 

 
/
 

)              
 

 
        

         

(     )   (     )(       )    

                                 

(           )   (      )     

(      )   (      )     

(      )    (     )     

 (    )    (     )        :                (  

  ) 

 

 
   

     

    
     

 ∫
 

 
 ∫

     

    
      

           

           

∫
 

 
          (     ) 

        (    )                                

        (    )      
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       (    )      

    (    )      

  (    )    

  (
 

 
 .

 

 
/
 
) =C                               

6. 
  

  
  

      

       
  

Penyelesaian : 

           (      )   

                    

          (      )     

(      )   (       )     

(      )   (       )               :    

(  .
 

 
/
 

)   ( 
 

 
  .

 

 
/
 

)       
 

 
                 

(    )   (      )(       )    

         (                        )    

(               )  (        )     

(         )    (      )     

(         )    (      )         :  (      

   ) 

 

 
   

      

         
     

∫
 

 
  ∫

      

         
      

                

            

    (      )   
 

 
          

 

 
∫
 

 
   

 

 
      

    
 

 
  (         )                        dikali dengan  3 

       (         )      ;                  mis :         

       (         )       

    (         )         
 

 
 

  (   .
 

 
/
 

  .
 

 
/
 

)    
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 Latihan soal:  

Carilah solusi dari persamaan diferensial homogen berikut : 

1. (   )           

2.        (     )                      

3. 
  

  
 

  

     
                                          

 

4. 
  

  
 

√       

 
 

5. 
  

  
 

  
  
   

 
 

6. 
  

  
 

    
(
 
 
) 

      
.
 
 
/
 

     
.
 
 
/
  

 

7. 
  

  
 

           

   
 

 

8. ( 1 +   
 

  )      
 

  .   
 

 
 /      

9. 2xyy’ – y2 + x2= 0 

10. y(    
 

 )      
 

      

 

Persamaan Diferensial Dengan Koefisen-koefisien Linier 

Bentuk umum: 

(ax + by + c)dx + (px + qy +r)dy = 0 . . . . . . . . (1) 

1) Bila ,0,0  rc maka )1( menjadi :  

0)()(  dyqypxdxbyax  
adalah P.D. homogen dengan substitusi  v = y/x 

 

2) Bila 
q

b

p

a
ataubyaxkqypx  )()( (k = bil. konstanta) 

 

)2(......0])([)(  dyrbyaxkdxcbyax  

misalkan zbyax  atau dzdybdxa   

)2( menjadi : 0)()()( 



b

dxadz
rkzdxcz  

atau 0)( 





 dz
b

rkz
dx

b

rakaz
cz   
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(adalah P.D. variabel-variabel terpisah). 

3) Bila 0,0,  rc
q

b

p

a
 

 

I. Dengan mempergunakan variabel baru. 

0

0





qpdenganvrqypx

badenganucbyax
 

dan didapat :  

dvdyqdxp

dudybdxa




  

maka 
bpaq

dvbduq

qp

ba

qdv

bdu

dx



   

  
bpaq

dupdva

qp

ba

dvp

dua

dy



   

masukkan harga-harga dx  dan dy ke dalam persamaan (1)  didapat 

persamaan differensial homogen. 

0)()(  dvbuavdupvqu  substitusi 
v

u
z 

 
II. Dengan mengambil bentuk-bentuk :  

0 cbyax  adalah persamaan 2 garis 

0 rqypx  yang berpotongan 

misalkan titik potong kedua garis itu ),( 11 yx  

dengan substitusi :  

1xxX   atau dXdxxXx  ;1  

1yyY   atau dYdyyYy  ;1  

ke dalam persamaan )1(  didapat : 

0)()(  dYqYpXdXbYaX  

(adalah persamaan differensial homogen,dengan substitusi 
X

Y
v  ). 
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Contoh soal :   

Carilah solusi dari persamaan diferensial berikut : 

1. 0)373()737(  dyyxdxyx  

Penyelesaian : 

)1(......0)373()737(  dyyxdxyx  

mis :  

vyx

uyx





373

737
   maka  

dvdydx

dudydx





73

37
  

40

73

40

37

949

37

73

37

3

7

40

37

40

37

73

37

7

3

dvdududvdudvdv

du

dy

dvdudvdudv

du

dx





































 

harga-harga dx  dan dy disubstitusi ke persamaan )1( , maka :  

 

)2(......0)73()37(

07337

0)73()37(

0)
40

37
()

40

37
(

)40(

















dvvuduvu

dvvduvdvuduu

dvduvdvduu

dudv
v

dvdu
u

 
 



 

12 | PERSAMAAN DIFERENSI  

zdanvnilaiskansubstitusiCvzz

Cvzz

CCambilCvzz

Cvzz

C
v

dv
dz

zz

z

v

dv
dz

zz

z

dvzzvdzzv

dvvvzvzdzvzv

dvvdvvzdvvzdzvdvvzdzzv

dvvvzdvzdzvvvx

dvzdzvduzvusubstitusi

zzv

































 

,,,,)767(

lnln)767(ln

ln22ln)767(ln

ln)767(ln
2

1

767

37

0
767

37

0)767()37(

0)767()37(

0733377

0)7)(3())(3)(7(

.

22

22

11

22

)2(

1

2

12

2

)767(:

22

222

222

22

 

 

2. 0)72()12(  dyyxdxyx  

Penyelesaian :  

a. Cara I 

)1(......0)72()12(  dyyxdxyx  
mis : 

vyx

uyx





72

12
 maka  

dvdydx

dudydx





2

2
 

5

2

41

2

12

21

1

2

dvdudvdudv

du

dx














  

5

2

5

2

12

21

2

1

dvdududvdv

du

dy










  

harga-harga dx  dan dy dimasukkan dalam persamaan )1( :  
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)2(......0)2()2(

0)2()2(

0)
5

2
()

5

2
(

5













dvvuduvu

dvduvdvduu

dvdu
v

dvdu
u

(P.D. homogen)  

substitusi : zvu .  

maka  dvzdzvdu   

)2(  menjadi :  

0
14

2

0)14()2(

0)22()2(

0)2())(2(

2

)14(:

22

222

22














v

dv
dz

zz

z

dvzzvdzzv

dvvvzvzvzdzvzv

dvvvzdvzdzvvvz

zzv
 

maka :  

 

CCambilC
v

u

v

u
v

Cvzz

Cvzz

C
v

dv

zz

zzd

C
v

dv
dz

zz

z

ln22)14(ln

2)(ln)14(ln

ln)14ln
2

1

14

)4(

2

1

14

2

12

2
2

1

22

1

2

12

2

12

















 

 

  

Cvuvu  22 4                        ganti harga-harga u dan v    

 

1

22

1

222

222

22

2070105205

)14284494()2848568

162848()42414(

)72()72)(12(4)12(

Cyxyxyx

Cyxyxyyxyxyy

xyxxyxyxxyyx

Cyxyxyxyx








 

Cyxyxyx  1424 22  
)4

5

1
( 1  CC

 b. Cara II 

)1(......0)72()12(  dyyxdxyx  

ambil bentuk-bentuk : 
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 072

012





yx

yx

   

maka  3
41

141

12

21

17

21










x  

  1
5

27

12

21

72

11









y  

titik potong kedua garis )1,3(   

misal :  

1

3





yY

xX
     maka  

dYdyYy

dXdxXx





1

3
 

masukkan dalam persamaan )1(   

0)2()2(

0)7162()1223(





dYYXdXYX

dYYXdXYX
 

substitusi vXY    

CCmisalkanCvvX

CvvX

Cdv
vv

v
dX

X

dX

dv
vv

v

X

dX

vXdXvvX

dvvXXdXXvvXX

dvvXXdXXvvXvXX

dXvdvXvXXdXvXX

vvX

ln22)41(lnln

)41ln(
2

1
ln

41

2

0
41

2

0)2()41(

0)2()4(

0)2()22(

0))(2()2(

11

22

2

1

2

12

2

)41(:

22

222

222

22
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13

4

)41(

)41(

ln)41(ln

22

2

2
2

22

22













yYdanxXsubstitusi

CYXYX

C
X

Y

X

Y
X

X

Y
vsubstitusi

CvvX

CvvX

 

maka menghasilkan : Cyxxyyx  4142422  

 

3. 0)1963()92(  dyyxdxyx  

Penyelesaian :  

)1(......0)1963()92(  dyyxdxyx  

karena )2(363 yxyx   dalam hal ini 3k  

)1(  boleh ditulis :  

)2(......0]19)2(3[)92(  dyyxdxyx  

misalkan : 

 

2

2

2

2

dzdx
dy

dxdz
dy

dzdydx

zyx











 

persamaan )2(  menjadi :  

)1()
2

1
(:

0)193(
2

1
)1(

2

1

0)
2

19

2

3
()

2

1

2

1
(

0)
2

19

2

3
()

2

19

2

3
9(

0)
2

)(193()9(














z

dzzdxz

dzzdxz

dzzdxzz

dzdx
zdxz
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Cdz
z

dx

dz
z

z
dx

)
1

16
3(

0
1

)193(

 

Czzx

Czzx





1ln163

1ln163
 

4. 
144

1






yx

yx

dx

dy
 

 

Penyelesaian :  

)1....(........................................................
144

1






yx

yx

dx

dy

 

0]1)(4[)1(

4)(444

)2(......0)144()1(

)144()1(









dyyxdxyx

kinihaldalamyxyx

dyyxdxyx

dyyxdxyx

 

misalkan :  

dxdzdy

dzdydx

zyx







 

Cyxyx

Cyxyxx

yxzsubstitusi

Czzx

Cdz
z

z
dx

dz
z

z
dx

dzzdxz

dzzdxzz

dzzdxzz

dxdzzdxz

z



























 

)(ln4

)(ln443

ln43

)
14

(3

0
14

3

0)14(3

0)14()141(

0)14()141(

0))(14()1(

:

 
0)122()1(  dyyxdxyx
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5. 0)122()1(  dyyxdxyx  
Penyelesaian :  

)1(...................................................0)122()1(  dyyxdxyx  

ternyata : ;)(222 yxyx  (dalam hal ini k = 2) 

)1(  boleh ditulis :  

)2(...................................................0]1)(2[)1(  dyyxdxyx  

persamaan )2(  menjadi :  

0)
1

2(

0
12

0)12(

0)12()121(

0))(12()1(

:














dz
z

dx

dz
z

z
dx

dzzdxz

dzzdxzz

dxdzzdxz

z
  

maka : 

 Czzx

Cdz
z

dx



  
ln2

)
1

2(

 ganti yxz   

Cyxyx

Cyxyxx





)(ln2

)(ln22
  

 

Latihan soal 

Selesaikan persamaan diferensial koefisen linear berikut: 

1. 
  

  
 

       

       
 

2. (       )   (       )     

3. (       )   (       )     

4. 
  

  
 

     

     
 

5. (      )    (       )     

6. (10x-15y+5)dx+(2x-3y+1)dy=0 

7. 
  

  
=
       

      
 

8. 
5

1
'






xy

xy
y  

9. 
92

32
'






yx

yx
y  
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10. (3y – x )
  

  
 = ( 3x – y + 4 ) 

 

Persamaan Diferensial Exact 

Bentuk umum : 

 (   )    (   )      .  .  .  .  .  .  .  .  .  .(1) 

Persamaan (1) disebut persamaan differensial exact jika ruas kiri adalah 

differensial dari     (   )    

  (   )  
  

  
   

  

  
       .  .  .  .  .  .  .  .  .(2) 

Dengan membandingkan persamaan (1) dan (2), terlihat bahwa persamaan 

(1) bersifat  pasti (exact)  jika ada suatu fungsi f(x,y) yang bersifat : 

     .
  

  
/   

     .
  

  
/      .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .(3) 

Jika fungsi-fungsi P dan Q terdefinisikan dan terdiferensial di semua titik 

pada bidang xy dalam kurva tertutup dan tidak memotong kurva fungsi itu 

sendiri, maka dari persamaan (3) diperoleh: 

  
  

  
 

 

  
.
  

  
/  

  

  
 

 

  
.
  

  
/   

  
  

  
 

   

    
 dan 

  

  
 

   

    
    .  .  .  . (4) 

Terlihat bahwa dua turunan kedua di atas adalah sama, sehingga   
  

  
 

  

  
  

adalah syarat perlu dan syarat cukup agar              merupakan 

persamaan differensial exact. 

 

 Menentukan Penyelesaian Persamaan Differensial Exact 

 

Fungsi f(x, y) sebagai fungsi penyelesaian persamaan differensial exact 

diperoleh melalui operasi pengintegralan sebagai berikut: 

a. Integralkan terhadap variabel x, sehingga diperoleh: 

 (   )  ∫      ( ) 

 ( ) : fungsi pengintegralan dan nilainya dapat ditentukan dengan 
  

  
   

b. Integralkan terhadap variabel y, sehingga diperoleh: 

 (   )  ∫      ( ) 

 ( ) : fungsi pengintegralan dan nilainya dapat ditentukan dengan 
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Contoh Soal  

Perlihatkan bahwa persamaan differensial berikut adalah exact dan tentukan       

penyelesaiannya! 

1. (       )   (    )      

Penyelesaian: 

(       )   (    )       .  .  .  . (1) 

                               
  

  
        ;     

  

   
          ternyata   

  

  
  

  

  
      

Maka persamaan (1) adalah Persamaan Differensial Exact 

  (   )  ∫      ( ) 

  (   )  ∫(       )    ( ) 

  (   )  
 

 
          ( )  .  .  .  .  .  . (2) 

      
  

  
        ( ) 

 Berdasarkan bentuk umum, maka nilai C(y) adalah  

    
  

  
  

             ( ) 

    ( )                         ∫   ( )  ∫     

  ( )     

Kita substitusikan nilai C(y) pada persamaan 2 

  (   )  
 

 
              

 (   )  
 

 
                 misalkan       

Jadi:  (   )  
 

 
           

  

2. (     )   (     )     

Penyelesaian : 

 (     )   (     )     .  .  .  .  . (1) 

                                       

 
  

  
     ;   

  

  
   ternyata   

  

  
  

  

  
   

Maka persamaan (1) adalah Persamaan Diferensial Exact 

  (   )  ∫      ( ) 

 (   )  ∫(     )    ( ) 

  (   )          ( )   .  .  .  .  .  .  .  .  .(2) 

        
  

  
      ( ) 

 Berdasarkan bentuk umum, maka nilai C(y) adalah 
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               ( ) 

  ( )     

∫ ( )  ∫      

 ( )         

 Kita substitusikan nilai C(y) pada persamaan ( 2) 

 (   )                  

 (   )                 misalnya: - C1 = C 

Jadi:  (   )               

 Penyelesaian cara 2: 

  (   )  ∫      ( ) 

   (   )  ∫(     )    ( ) 

  (   )           ( )................(3) 

        
  

  
      ( ) 

 Berdasarkan bentuk umum, maka nilai C(y) adalah 

     
  

  
    

              ( ) 

                    ( )     

               ∫  ( )  ∫      

                     ( )        

            Kita substitusikan nilai C(x) pada persamaan (3) 

  (   )                  

                       misalkan: - C1 = C 

Jadi:                

 

3. (         )   (              )     

Penyelesaian: 

 (         )   (              )     .  .  .  .  . (1) 

                                                     
  

  
             ;      

  

   
              

 ternyata   
  

  
  

  

  
           

Maka persamaan (1) adalah Persamaan Differensial Exact 

  (   )  ∫      ( ) 

   (   )  ∫             ( ) 

  (   )             ( )  .   .   .   .   . (2) 



 

PERSAMAAN DIFERENSI | 21 

        
  

  
              ( ) 

 Berdasarkan bentuk umum, maka nilai C(y) adalah 

             
  

  
  

                             ( ) 

                           ( )        

                                  ∫  ( )  ∫      

                                       ( )        

Kita substitusikan nilai C(y) pada persamaan 2 

 (   )                           

                       misalnya: -C1=C 

Jadi:                       

 

4.   
   (      )       

        

              

      
  (      )         

    

         
  (   )

  
 
  (   )

  
 

 
 (   

   (      ) )

  
 
 (    

   )

  
 

 (   
   (      ) )

  
     

  (      )     
      

      
          

         
   

      
          

   

Q =      
   

  (   )

  
       

           
   

      
          

                      

  
  

  
   

  (      )    
  

  
     

   

   (    )  ∫    
      ( ) 

    
 

  
  

    ( ) 

     
     ( ) 

 
  (   )

  
    

        
       ( ) 

 =   
         

     ( ) 
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  (    )

  
    

  
         

     ( )     
   (      ) 

  
   (      )     ( )     

   (      ) 

  ( )    

 ( )     

 

       (    )      
         

   
         (         ) 

   
     

  (   )   ∫   
  (      )   

              
           

                                   
              

∫      
     ∫       

       

               
         

      ∫       
     

               
     ( )  

      
  

  
      

      ( ) 

 

        
  

  
   

      
      ( )      

    

     ( )    

     ( )       

 

       (    )      
         

   
         (         ) 

   
     

5. (            )   (            )     

              

                                  

         

 
  (   )

  
 
  (   )

  
 

  (   )

  
                        

  (   )
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  (   )  ∫(            )     ( ) 

         
 

  
        ( ) 

 =       
 

 
        ( ) 

 

 
  (   )

  
     ( 

  

 
      )    ( ) 

                ( ) 
  (   )

  
    

                ( )                

               (   0 

            C(y)     

      (    )         
 

 
             

            
 

 
              

                                                       (             ) 

               

  (   )  ∫(             )      ( ) 

        
 

  
        ( ) 

        
 

 
        ( ) 

 
  (   )

  
     ( 

  

 
      )     ( )  

               ( )  

 
  (   )

  
   

               ( )                

   ( )     

  ( )     

 

        (   )        
 

 
             

      
 

 
            

                    (            ) 

               

Latihan Soal: 
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Perlihatkan bahwa persamaan differensial berikut adalah exact dan tentukan     

penyelesaiannya! 

1. (      )   (      )     

2. (                )   (             )    ) 

3. 3xy√(    )     0√(    )
 
     1      

4. 
    

(     )
 
 

 
    

(     )
 
 

   

5. (
  

 
         )       (3    

  

  
      )      

6. (                )   (         )     

7. (        )    (           )     

8. (           )                 

9. (   + 6     ) dx + ( 2xy + 2   ) dy = 0 

10. ( y + 3x ) dx  + x dy = 0  

 

Faktor Integrasi 

Bentuk Umum: 

Jika P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0    ……………….(1) 

tidak exact, maka kita selalu bisa menjadikannya persamaan differensial 

exact, dengan memperbanyak pers. (1) dengan suatu fungsi u(x,y), sehingga: 

u P dx + u Q dy = 0  ……………….…………..(2) 

adalah persamaan differensial exact maka berlakulah: 

  
 (   )

  
 

  (   )

  
 

atau   
    

  
  

    

  
  

     

  
 

    

  
 

       .
  

  
 

  

  
/   

  

  
  

  

  
 

Dari persamaan ini harga u dapat dicari, dan setelah itu harga u dimasukkan 

dalam persamaan (2) terjadilah P.D. exact 

Pada penyelesaian soal-soal mengenai faktor integrasi, ada 2 hal yang harus 

diperhatikan : 

1. Pada soal-soal mengenai faktor integrasi, telah dicantumkan/ditentukan 

jenis dari faktor-faktor integrasinya. 

misalnya : mempunyai faktor integrasi hanya fungsi dari  x, 

mempunyai faktor  integrasi tergantung dari    y 

atau    u(y)  ,   u(x,y),     u(     ), dan lain-lain 

 

2. Pada soal-soal mengenai faktor integrasi, tidak dicantumkan/ditentukan 

jenis dari faktor-faktor integrasinya, hingga kita harus mencari sendiri, 

jenis apa faktor integrasi yang sesuai dengan soal-soal. 
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Dalam hal A, kita boleh langsung masukkan jenis dari faktor integrasinya 

kedalam persamaan. 

 (
  

  
 
  

  
)   

  

  
  

  

  
 

Sehingga harga dari faktor integrasi u dapat diperoleh. 

Dalam hal B, kita belum mempunyai rumus yang tepat untuk langsung 

memperoleh jenis dan harga dari faktor integrasi yang sesuai. Walaupun 

demikian kita  masih bias mencari jenis dan harga dari faktor integrasi 

dengan memperhatikan ketentuan-ketentuan  yang tercantum dibawah ini. 

 Bila faktor integrasinya hanya tergantung dari  x  maka : 

   u = u(x), 
  

  
 

  

  
     

  

  
   

maka rumus faktor integrasi menjadi : 

u(
  

  
 

  

  
)   

  

  
   

atau  
  

 
 

(
  

  
 
  

  
)

 
   

∫
  

 
 ∫

(
  
  

 
  
  
)

 
   

    ∫
(
  
  

 
  
  
)

 
   

   
∫
(
  
  
 
  
  
)

 
  

 

 Bila faktor integrasinya hanya tergantung dari  y. 

maka  u = u(y),    
  

  
 = 0  dan

  

  
 

  

  
 

   maka rumus faktor integrasi menjadi 

         u(
  

  
 

  

  
)    – P 

  

  
 

atau  
  

 
 

(
  

  
 
  

  
)

  
   ,  diselesaikan sama seperti apabila tergantung 

dari x 

 Bila faktor integrasinya hanya tergantung dari  (x  ± y). 

maka    u = u(z) 

                 =(x ± y) 
  

  
 = 

  

  
 
  

  
   ( ) 

  

  
 =   ( ) 

  

  
 
  

  
 
  

  
   ( ) 

  

  
    ( ) 

maka rumus factor integrasi menjadi 
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u(
  

  
 

  

  
)   Q .  ( ) – P .  ( ) 

          = (Q   P) .  ( ) 

atau    
  ( )

 
 

(
  

  
 
  

  
)

     
   (jadikan fungsi z) 

atau    
  

 
 

(
  

  
 
  

  
)

      
dz    ,diselesaikan sama seperti apabila tergantung 

dari x 

 Bila faktor integrasi hanya tergantung dari  (x y) atau   u = u(z) = u(xy) 

maka      
  

  
 =
  

  
 
  

  
   ( ) 

  

  
 =   ( ) . y 

                
  

  
 = 

  

   
 
  

  
   ( ) 

  

  
=   ( ) . x 

maka rumus faktor integrasi menjadi 

 

 (
  

  
 

  

  
)         ( ) –         ( ) 

= (Q y – P x) .  ( ) 

 

maka   
  ( )

 
 

.
  

  
 
  

  
/  

          
      (jadikan fungsi dari  z) 

 

atau    
  

 
 

(
  

  
 
  

  
)

       
    , diselesaikan sama seperti apabila tergantung 

dari x 

 Bila faktor integrasi hanya tergantung dari ( x2 + y2 atau  u = u(z) = u( x2 

+ y2 ). 

 

maka   
  

  
  = 

  

  
 
  

  
   ( ) 

  

  
 =   ( )      

 

 
  

  
   

  

   
 
  

  
   ( ) 

  

  
   ( )     

maka  rumus faktor integrasi menjadi : 

 (
  

  
 

  

  
)   Q .  ( ) . 2x – P .  ( )     

                    = (2x. Q – 2y .P) .  ( ) 

 

atau    
  ( )

 
 

(
  

  
 
  

  
)

          
       (jadikan fungsi dari  z) 

     

 
 

(
  

  
 
  

  
)

          
 dz  ,diselesaikan sama seperti apabila tergantung 

dari x 
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Contoh Soal: 

1. Tentukan lah persamaan differensial dari (x + y )dx + dy = 0 yang 

mempunyai faktor integrasi hanya fungsi dari x. 

Penyelesaian : 

(x + y )dx + dy = 0            . . . . . . . . . . . . (1) 

Faktor integrasi u = u(x) ; 

Maka 
  

  
  

  

  
  
  

  
      

    
∫

  
  

 
  
  

 
  

 

   ∫
   
 
   

   ∫   

     

Persamaan (1) dikalikan dengan    

    (x + y)dx +    dy = 0  . . . . . . . . . . . . . (2) 

 P′ =    (   )                   
   

  
     

Q′ =             
   

  
     

  
   

  
 

   

  
   maka PD diatas sudah exact 

Tentu f (x,y) = ∫        ( )  

                 ( ) 

Sehingga di dapatlah P′ = 
  

  
       + C′(x) =            

Maka C′(x) =      

C(x) = ∫    dx = ∫     

         =          + C1 

Maka solusi umum dari PD f(x,y) = 0 

  f (x, y) =              + C1 = 0    , mis: - C1= C 

             = C 

2. Tentukanlah persamaan differensial dari (12  y + 3x   + 2y)dy + (6   + 

3  y + 2x) dx = 0 yang mempunyai faktor integrasi dari (x + y)  

Penyelesaian : 
  

  
 =      + 6xy + 2   

  

  
 = 18   + 6xy + 2 

Misalkan : z = x y 

U = u(z) = u (x y) 
  

  
 = 

  

  
   
  

  
 = u′(z)   y 

  

  
 = 

  

  
   
  

  
 = u′(z)     



 

28 | PERSAMAAN DIFERENSI  

   
∫

  
  
 
  
  

        

   
∫

,(              )   (              )- 

.         
 
     / –(                 )

  

 

   
∫
    

     
  

 

   
∫
 

  
  

  , mis xy = z 

   ∫
 
 
   

            , jadi        

 u = xy    substitusi u ke persamaan umum 

   (              )       (            )        

(                    )     (                  )      
   

  
                       

   

  
                      

   
   

  
  

   

  
       → Terbukti Exact 

Selesaikan dengan persamaan exact  

f  (x,y) = ∫  dx + C (x) 

dx + C (x) 

 dx + C (y) 

            = ∫(                     )     ( ) 

            =                       ( )  
  

  
                   ( )  

  

  
    

                    ( )                       

C′(y) = 0 

C(y) =    

f  (x,y) = 3     +              = C 

                    (            )       

Maka solusi umum dari PD nya : 

             (3   + xy + 1 = C 

3. Tentukan solusi umum PD berikut, dengan terlebih dahulu menentukan 

faktor integrasinya  (x² + y² + x)dx + xydy = 0 

Penyelesaian : 

(x² + y² + x)dx + xydy = 0   . . . . . . . . . . (1) 

P = x² + y² + x    
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Q = xy     
  

  
    

  

   
   

   

  
 

 

  

  
   

  

  

 
   

     

  
  

 (   )

 ( )
   

 

 
        → Fungsi (x) saja 

 Tentukan harga u : 

    
∫

  
  

   
  
  

 
  

  

   ∫
 
 
   

       

 u = x 

 Substitusi u ke persamaan (1) dalam bentuk  u P (x) + u Q (y) =0 

 x (x² + y² +x )dx  + x (xy)dy  = 0 

 (x³ + xy² +x²)dx + x²ydy =0 

 
   

  
           

   

  
        → Terbukti Exact 

 Selesaikan dengan cara PD Exact   

 f(x,y) = ∫      ( ) 

              ∫        ( ) 

           
 

 
        ( )  

         
  

  
      

        xy² + C′(x) = x³ + xy² + x² 

                            ∫ ( ) = x³ + x²  

        C(x) = 
 

 
   + 

 

 
   = C  

 Maka solusi umum dari PD F(x,y) = C 

 
 

 
     + 

 

 
   + 

 

 
   = C 

4. Tentukan solusi umum PD berikut, dengan terlebih dahulu menentukan 

faktor integrasinya (xy² + y) dx – x dy = 0 

Penyelesian : 

(xy² + y) dx – x dy = 0     . . . . . . . . . . (1) 

P = xy² + y    
  

  
           

    –                                                  
  

  
  –   

   

  
   

  

  
   

   

  
 

  

  
 = (2xy + 1)  – (-1) = 2xy + 1     
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(     )

–(      )
   

 (    ) 

– (    )
   

  

 
     → Fungsi y saja 

 Tentukan harga u  

     ∫
  
  

   
  
  

  
    

   
∫ 

  
 
   

 

         

        

  
 

  
 

           
  

  
                 

 
   

  
 (       )     

  

  
 ( )        

 
    

  
  

  

  
     

  

  
     

 

  (  
  

 
)     

  

  
    →     P′ = x + 

  

 
       , 

   

  
  ־    

 

 dan Q′ =   
  

  
  ,            

   

  
  ־      

 

 f(x,y) = ∫         ( )  

             ∫  
  

  
     ( )  

             ∫  
  

  
       ( )   

           = xy ־  ¹ + C(x) 

 
  

  
      

          ( )      
  

 
       

  ∫  ( ) = x 

  C(x) = 
  

 
    

Maka solusi PD nya ialah f(x,y) = 0  →      
  

 
       

5. Tentukan solusi umum PD berikut, dengan terlebih dahulu menentukan 

faktor integrasinya (4x² + 2xy + 2y)dx + (2x² + x +3y)dy = 0 

Penyelesaian : 

(4x² + 2xy + 2y)dx + (2x² + x +3y)dy = 0                    . . . . . . . . . . .(1) 

P = 4x² + 2xy + 2y   
  

  
         

Q = 2x² + x + 3y   
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 = (2x +2) – (4x + 1) =  –2x + 1 

 Selanjutnya kita pilih pembaginya, yaitu Q – P sehingga di peroleh 

 

  

  
   

  

  

   
  

–      

(         )–(           )
 

       
–      

–       –     
 

      
–      

(–     ) (–      ) 
 

      
–      

 (–     )   (–    ) 
 

     
–      

(–     )(   ) 
 

    
  

    
   → Fungsi dari (x + y) saja 

 Misalkan z = x+ y 

 
   

 
  

  

  
   

  

  

   
    

 
   

 
  

  

    
      → 

  

  
    

 
   

 
   

   

 
 

 ∫
   

 
  ∫

   

 
 

ln u = ln z 

u = z  

u = x + y 

Substitusi u kepersamaan 1 dalam bentuk u P (x,y)dx + u Q (x,y)dy = 0 

(x + y) (4x² + 2xy + 2y)dx + (x+y) (2x² + x + 3y)dy = 0  

(4x³ + 2x²y + 2xy + 4x²y + 2xy² + 2y²)dx + (2x³ + x² + 3xy + 2x²y + xy + 

3y²)dy = 0 

 (4x³ + 6x²y + 2xy + 2xy² + 2y²)dx + (2x³ + x² + 4xy + 2x²y + 3y²) = 0 

 Maka dari persamaan diatas kita misalkan lah  

P′ = 4x³ + 6x²y + 2xy + 2xy² + 2y²   
   

  
 = 6x² + 2x + 4xy + 4y 

 Q′ = 2x³ + x² + 4xy + 2x²y + 3y²  
   

  
 = 6x² + 2x + 4y + 4xy  

 

  
   

  
  

  

  
   

 Maka PD diatas terbukti Exact, kemudian selesaikan dengan 

menggunakan PD Exact 

 f(x,y) = ∫        ( )   
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           = ∫(                             )    ( )   

              + 2x³y + x²y + x²y² + 2xy² + C(y) 

  
  

  
     

 
  

  
   2x³ + x² + 2x²y + 4xy + C′(y) ≡ f (x,y) = 2x³ + x² + 4xy + 2x²y + 3y² 

 Diperoleh lah C′(y) = 3y²   → C(y) = y³ 

 Dengan demikian penyelesaian umum PD nya adalah : f(x,y) = 0 

    + 2x³y + x²y + x²y² + 2xy² + y³ = C 

6. Tentukan solusi umum PD berikut, dengan terlebih dahulu menentukan 

faktor integrasinya (y³   2x²y)dx + (2xy²   x³)dy = 0  

Penyelesaian : 

(y³   2x²y)dx + (2xy²   x³)dy = 0           . . . . . . . . . . .  (1) 

P (x,y) = y³   2x²y  
  

  
             

Q (x,y) = 2xy²   x³  
  

  
           

 

   
   

  
   

  

  
 

   

  
 

  

  
 = 3y²   2x²   2y²   3x² = y² + x² 

Kemudian faktor integrasinya dapat di tentukan dari  

   
∫

  
  
   
  
  

      
  

 

   
∫

     
 (        )    (       )

  
 

   
∫

     
(         ) (        )

  
 

   
∫
 
  
  

 

     

Substitusi u kepersamaan 1 dalam bentuk u P (x,y)dx + u Q (x,y)dy = 0 

xy(y³ ─ 2x²y)dx + xy(2xy² ─ x³)dy = 0 

f(x,y) = ∫(   –  x³y²)dx + C(y) 

       
 

 
       

 

 
        ( )  

  

  
                  ( )                 

   C′(y) = 0      → C(y) = C′ 

f(x,y) = 
 

 
      

 

 
                               

Dengan demikian penyelesaian umum PD nya adalah : 

f(x,y) = 
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Latihan soal:  

Tentukan Faktor Integrasi dan penyelesaian PD dibawah ini : 

1. (4 xy + 3y2 – x) dx + x(x + 2y) dy = 0 

2. (       )   (       ) 

3. (             )   (             )     

4. (       )   (      )     

5. (      )     
  

  
 

6. (            )  (           )
  

  
 

7. (        )                  

8. (    )    (    )     

9. (           )     (           )     

10. (       )   (       )     

 

Persamaan Differensial Linier 

Bentuk Umum I :   

y + Py = Q …………..(1) 

Dimana P dan Q adalah fungsi fungsi dari x 

Cara pemecahan : 

1. Cara Bernaulli 

Misalkan y = uv dimana u dan v adalah fungsi dari x 

     y = u.v + u.v 

maka persamaan (1) menjadi : 

     y + Py = Q 

     u.v + u.v + P(uv) = Q 

     v(u + P.u) + u.v = Q 

ambil syarat ( u + P.u ) = 0     atau    u.v = Q …………….. (2) 

maka : 
 

 
 = -P   atau  

  

  

 
 = - P  

               
  

 
 = -P dx ; 

  
  

 
 = -∫     

ln u = -  P dx 

ln u = ln e -  P dx 

    u = e -  P dx 

 

uv  = Q 

e -  P dx.v = Q 

          v = Q. e  P dx 
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          v  =  e  P dx.Q dx +C 

 

 y = uv sehingga diperoleh  

 

 

 

 

2. Cara lagrange merubah konstanta 

  

Ambil  
  

  
 + Py = 0 

 dy  = -P y dx  atau 

 
  

 
  = -P dx 

 ∫
  

 
  = ∫     

             ln y = -  P dx + C1    → misalkan C1 = ln C 

  ln y = ln e -  P dx + ln C 

  y = C e -  P dx       (pandang C sebagai fungsi dari x) 

  y = C(x) e -  P dx …….. (2) 

 maka   ln y = -  P dx + ln C(x) 

 differensialkan ke x 
 

 
 
  

  
 = -P + 

 

 ( )
 . 
   ( )

  
  

                   
  

  
 = 

 

 ( )
. 
  ( )

  
 – Py 

                             
  

 
 + Py = 

 

 ( )
  
  ( )

  
    

                                             
 

 ( )
  
  ( )

  
   Q 

                          
 ( )      

 ( )
. 
  ( )

  
 = Q 

                             e -  P dx . 
  ( )

  
 = Q   

                                          
  ( )

  
 = e  P dx.Q 

                                      C(x) =  e  P dx.Q dx + D 

 Maka   y = C(x) e -  P dx 

 

Bentuk Umum II  

 

        

 

 

      = Q …………..(3) 

y = e 
-  P dx

 . [ e
  P dx

 . Q dx + C ] 

 

y = e 
-  P dx

 . [e
  P dx 

.Q dx+ D ] 
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Dimana P dan Q adalah fungsi fungsi dari y 

Cara pemecahan : 

1. Cara Bernaulli 

Misalkan x = uv dimana u dan v adalah fungsi dari y 

                     

maka persamaan( 3) menjadi : 

        + Px = Q 

       .v + u.    + P(uv) = Q 

     v(   + P.u) + u.    = Q 

ambil syarat (  + P.u ) = 0     atau      u.    = Q …………….. (4) 

maka : 
 

 
 = -P   atau  

  

  

 
 = -P  

               
  

 
 = -P dy ; 

  
  

 
 = -∫     

ln u = -  P dy 

ln u = ln e -  P dy 

    u = e -  P dy 

uv  = Q 

e -  P dy.v = Q 

          v = Q. e  P dy 

          v  =  e  P dy.Q dy +C 

x = uv 

 

 

 

 

 

2. Cara lagrange merubah konstanta 

 

Ambil  
  

  
 + Px = 0 

 dx  = -P x dy atau 

 
  

 
  = -P dy 

                      ∫
  

 
  = ∫     

  ln x = -  P dy + C1    → misalkan C1 = ln C 

ln x = ln e -  P dy + ln C 

            ln x = ln e -  P dy.C 

            x = C e -  P dy       (pandang C sebagai fungsi dari y) 

x = e 
-  P dy

 . [ e
  P dy

 . Q dy + C ] 
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            x = C(y) e -  P dy …….. (2) 

 maka   ln x = -  P dy + ln C(y) 

 diff. ke y 
 

 
 
  

  
 = -P + 

 

 ( )
 . 
   ( )

  
  

                    
  

  
 = 

 

 ( )
. 
  ( )

  
 – Px 

   
  

  
 + Px = 

 

 ( )
  
  ( )

  
    

                                      
 

 ( )
  
  ( )

  
   Q 

                            
 ( )      

 ( )
. 
  ( )

  
 = Q 

                           e -  P dy . 
  ( )

  
 = Q   

                            
  ( )

  
 = e  P dy.Q 

     C(y) =  e  P dy.Q dy + D 

 Maka   x = C(y) e -  P dy 

 

 

 

  

Contoh Soal : 

1. Carilah solusi dari soal berikut :  
  

  
 - 
 

 
 = x 

Penyelesaian : 

a. Cara bernaulli 

 

 
  

  
 - 
 

 
 = x   ( P = 

  

 
  , Q = x ) 

 

Rumus : y = e -  P dx . [ e  P dx . Q dx + C ] 

 

 y = e - -1/x dx . [ e  1/x dx .x dx + C ] 

             y = e  1/x  dx . [ e -  1/x dx .x dx + C ] 

              y  = x [  
 

 
.x dx + C ] 

             y = x(x+C) 

              y =  x2 + Cx 

b. Cara lagrange : 

 
  

  
 - 
 

 
 = x …………. (1) 

Ambil 
  

  
 - 
 

 
 = 0 

     
  

  
 =  

 

 
 

x = e 
-  P dy

 . [e
  P dy 

.Q dy+ D ] 
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 = 

  

 
 

  ln y = ln x + ln C 

  ln y = ln x.C 

  y = Cx  atau  

 y = C(x) .x ………(2)        pandang C sebagai fungsi dari x 

maka     :    ln y = ln C(x) + ln x 

differensialkan ke x :    
 

 
 
  

  
 = 

 

 ( )
 
  ( )

  
 + 
 

 
 

 
  

  
 = 

 

 ( )
 
  ( )

  
 + 
 

 
  

 
  

  
 - 
 

 
 =  

 

  
. 
  ( )

  
    

 

  
. 
  ( )

  
  Q 

 

  
. 
  ( )

  
 = Q 

 ( ) 

  
. 
  ( )

  
 = x 

x 
  ( )

  
 = x 

C(x) = dx 

C(x) = x + C 

y = C(x) .x d 

y = (x+C).x 

y  = x2 + Cx 

y = x2 + Cx 

2. Carilah solusi dari pesamaan berikut    
  

  
 – 2xy = 6y  

 
 

Penyelesaian: 

Cara Bernauli 
  

  
 – 2xy = 6y  

 
   → P = -2y    Q = 6y  

 
 

                 x = e -  P dy . [ e  P dy . Q dy + C ] 

 x =   ∫      0∫  
∫      

     
 
     1 

 x =   
 
0∫  

   
     

 
    1 

 x =   
 
,∫       - 

 x =   
 
,      - 

 x =      
 
 + C  

 
 

 cara lagrange: 
  

  
 – 2xy = 6y  

 
 

Misalkan  Q = 0 
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 – 2xy = 0 

  

  
 = 2xy 

  

 
 = 2y dy 

       ln x =   + C1            → misalkan C1 = ln C 

       ln x = ln   
 
+ ln C 

       ln x = ln   
 
. C 

           x =   
 
. C    →     pandang C sebagai fungsi y 

           x =   
 
. C(y) 

 ln x =   + C(y) 

diff. ke y 
 

 
 
  

  
 = 2y + 

 

 ( )
. 
  ( )

  
 

  

  
 = 2xy + 

 

 ( )
. 
  ( )

  
 

  

  
 - 2xy =  

 

 ( )
. 
  ( )

  
    

                  
 

 ( )
. 
  ( )

  
   Q 

                  
 

 ( )
. 
  ( )

  
 = Q 

  
 
  ( )

 ( )
. 
  ( )

  
 = 6y  

 
 

  
 
. 
  ( )

  
 = 6y  

 
 

  ( )

  
 = 6y 

dC(y) = 6y dy 

C(y) =    + C 

x =   
 
. C(y) 

x =   
 
(    + C) 

x =       
 
+ C  

 
 

3. Carilah solusi dari persamaan berikut  (sin2x  y) dx  tg x dy = 0 

Penyelesaian: 

Cara Bernauli 

(sin2x  y) dx  tg x dy = 0 

Dapat ditulis (sin2x  y) dx = tg x dy  
  

  
 = 

        

    
 = 

    

    
 - 

 

    
 

  

  
 + 

 

    
 = 

    

    
  

  

  
 + 

 

    
 = sin x cos x 
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  ( P = 
 

    
 , Q = sin x cos x ) 

 

y = e -  P dx . [ e  P dx . Q dx + C ] 

y =  
 ∫

 

    
   

.[∫  
∫

 

                 ] 

y =          .[∫                      ] 

y =        
  
[∫                      ] 

y = 
 

    
 ,∫               - 

y = 
 

    
 0
 

 
         1 

y = 
 

 
        

 

    
      

cara lagrange 

(sin2x  y) dx  tg x dy = 0 

Jawab : 

(sin2x  y) dx  tg x dy = 0 ……………… (1) 

(sin x – y ) dx = tg x dy 
  

  
 = 

        

    
 = 

    

    
 - 

 

    
 

atau     
  

  
 + 

 

    
 = sin x cos x 

ambil  : 
  

  
 + 

 

    
 =0      

  

  
  = - 

 

    
 

           
  

 
  = - 

 

    
 dx 

Maka ln y =  ln sin x + C1  ;     misalkan C1 = ln C 

   ln y =  ln sin x + ln C 

          ln y = ln C – ln sin x 

          ln y = ln 
 

    
   

                y = 
 

    
     Pandang C sebagai fungsi dari x 

y = 
  ( )

    
   …….(2) 

 ln y  = ln C (x)  ln sin x 

differensialkan ke x      
 

 

  

  
  

 

  ( )
  
   ( )

  
  

 

    
 

     
  

  
  

 

  ( )
  
   ( )

  
  

 

    
  

  

  
  

 

    
  

 

 ( )
  
  (  )

  
    Q 

 

 ( )
  
  (  )

  
   Q 

 

 ( )
  
  (  )

  
  = Q 
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 ( )

    

 ( )
 
   ( )

  
 = sin x cos x 

 

    
 
   ( )

  
 = sin x cos x 

d C(x) =     x cos x 

C(x) = 
 

 
      x + C 

y =  
  ( )

    
    

y = 
 

 
       

    
 

y = 
 

 
      x +   

  

    
    

 

 

4. Carilah solusi dari persamaan berikut  
  

  
 = 

      

 
 

Penyelesaian : 

Cara bernauli  
  

  
 = 

      

 
 = 0 

  

  
 - 
 

 
 (x2 + 2y) = 0 

  

  
 - 
  

 
 - 
  

 
 = 0 

  

  
  
  

 
  
  

 
 

 
  

  
  
  

 
    

  

  
  

 

 
           ( P =  

 

 
  ; Q = x ) 

 

Maka, 

y = e -  P dx . [ e  P dx . Q dx + C ] 

   = ∫
 

 
    . [  ∫ 

 

 
   . x dx + C ] 

   =       [      .x dx + C ] 

   =      
 
[    

  
.x dx + C ] 

   =  x2 [ x-2 . x dx + C ] 

   = x2 [     dx + C] 

   =  x2 [ 
 

 
dx + C] 

    = x2 ( ln x + C ) 

Cara lagrange  
  

  
 = 
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 - 
      

 
 = 0 

  

  
  
  

 
  
  

 
   

  

  
  

  

 
  

  

 
………………………(1) 

       Misalkan, Q = 0 
  

  
  

  

 
 = 0 

  

  
  
  

 
 

dy.x = 2y dx 
  

 
  
   

 
 


  

 
  

   

 
 

    =2 ln x + C 

ln y = ln x2 + ln C 

ln y = ln x2.C 

y = x2.C  pandang C sebagai fungsi dari x 

y = x2.C(x) 

ln y = ln x2 + ln C(x)     differensialkan  ke x 

 

 

  

  
  
 

 
  

 

 ( )
  
  ( )

  
 

  

  
  
  

 
   

 

 ( )
  
    ( )

  
  

  

  
  

  

 
  

 

 ( )
 
   ( )

  
   Q 

 

 ( )
 
  ( ( ))

  
    

 

 ( )
 
   ( )

  
    

   ( )

 ( )
 
  ( ( ))

  
 = x 

     ( ( ))

  
 = x 

x2.dC(x) = x dx 

dC(x) = 
 

 
 dx 

C(x) = ln x + C 

y   =   x2.C(x) 

y   =  x2 ( ln x + C) 

y = x2 ln x + Cx2 
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5. Carilah solusi dari persamaan berikut  y’  y  = 2ex 

Penyelesaian : 

Cara bernauli 
  

  
            P = -1 ; Q = 2ex 

Maka, 

y = e -  P dx . [ e  P dx . Q dx + C ] 

   = e -  (-1) dx . [ e  (-1) dx . 2ex  dx + C ] 

   = e   dx . [ e  -dx . 2ex  dx + C ] 

   = ex . [ e-x  . 2ex  dx + C ] 

   = ex . [  2x + C ] 

   =           

Cara lagrange 
  

  
        

Misalkan Q = 0 

 
  

  
      

  

  
             

  

 
              

ln y        =  x + C 

ln y        = ln ex + ln C 

    y        = ex. C     pandang C sebagai fungsi x 

atau         y        = ex. C(x)    

ln y        = ln ex + ln C        diferensial ke x 
 

 

  

  
  

 

 ( )

   ( )

  
    

  

  
      

 

 ( )

   ( )

  
    

  

  
      

 

 ( )

   ( )

  
   Q 

 

 ( )

   ( )

  
    

 

 ( )

   ( )

  
    

 
     ( )

 ( )
 
   ( )

  
 = 2   

   
   ( )

  
  2   

      ( ) = 2          ∫   ( )   ∫      
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C(x) = 2x+ C 

y  =  ex . C(x) 

y  = ex (2x +C) 

y  = 2xex + Cex 

       

6. Carilah solusi dari persamaan berikut:  
  

  
  

         

  
 

Penyelesaian : 

Cara bernauli  

  

  
  
         

  
 

  

  
  
     

  
 
 

 
   

  

  
  

 

 
    

     

  
  →   ( P = 

 

 
 ; Q = 

     

  
  ) 

 

Maka,  

y = e -  P dx . [ e  P dx . Q dx + C ]  

y =   ∫
 

 
   . 0∫  ∫

 

 
   

    

  
    1 

y  = e – 2 ln x . [∫  2 ln x. 
     

  
 dx  + C ] 

y  = x-2 [ ∫   
    

  
     ] 

y = x-2 [∫
    

 
 dx+  ] 

y  = x-2 [   ∫
   

 
   ] 

y = x-2 [    
 

 
(   )  + C 

 

   
         

x2y =         

y = 
       

  
 

Cara lagrange 

  

  
  
         

  
 

  

  
 ( 

         

  
)     
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Ambil 
  

  
 

 

 
 y = 0          

  

  
 

 

 
 y = 0 

   

  
    

 

 
 y 

   

 
            

 

 
 dx 

ln y     = -2 ln x + ln C 

y    =  x-2 . C       →   ( pandang C sebagai fungsi x) 

y   = x-2 . C(x) 

ln y       = -2 ln x + ln C       diferensial ke x 

 
 

 

  

  
 =  

 

 
 + 

 

 ( )

   ( )

  
 

  

  
 =  

  

 
 + 

 

 ( )

   ( )

  
 

  

  
 

  

 
 =   

 

 ( )

   ( )

  
 

 

 ( )

   ( )

  
    

      ( )

 ( )

   ( )

  
 = 

    

  
 

      ( )

  
 = 

    

  
     ∫

      ( )

  
  ∫

    

  
 

∫       ( ) = ∫        

∫   ( ) = ∫        

∫  ( ) = ∫
    

 
    

C(x) = 4 ∫
   

 
 dx 

C(x) = 4 .
 

 
      / 

C(x) = 2        

y = x-2 .C(x) 

y = x-2 (       ) 

yx2 =         

y = 
       

  
 

Latihan Soal: 

Carilah jawab umum dari  Persamaan Differensial Linear berikut! 

1.     
  

 
     

2. 
  

  
  

    

   
 

3.       
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4. 
  

  
  

     (   )    

    
 

5.    (       )           

6. 
  

  
      

7. (      )
  

  
     =    

8.             

9. 
  

  
          

10. (       )             

11.  

Persamaan Bernauli 

Bentuk umum:  

   

 

   Atau        

 

1. Persamaan Terhadap Fungsi y 

  + Py = Q               ..........................................................(1) 

P dan Q adalah fungsi-fungsi dari x,n≠0,n≠1. 

Untuk menyelesaikan persamaan bernauli ini dapat melalui 2 cara yaitu: 

a. Persamaan (1) dibagi dengan    

Maka 
  

  
  + 

 

    
 = Q  ............................................(2) 

  

  
         

 

Misalkan z =      

Maka:  
  

  
 (   )   

  

  
 

              
  

  
 

 

   
   

  

  
  ......................................(3) 

 

Kita substitusi pers (3) ke pers (2) menjadi: 

 
 

   
 
  

  
  

  
 

 

    
 Q 

 

   

  

  
       

  

  
 (   )   (   )   

 

Ini adalah persamaan differensial linier dan selanjutnya dapat 

diselesaikan dengan cara bernaulli dan lagrange. 

               .........................................................(1) 

𝑦 +Py=Q𝑦𝑛 𝑥 +Px=Q𝑥𝑛 
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y=u.v            (u,v masing-masing fungsi dari x) 

 

 

    
 
       (turunan aturan perkalian) subsitusi ke pers (1) 

                     

 (      )              ..................................(2) 

Kita ambil:          

       

  

 
                 atau                

  

  

 
   

∫
  

 
  ∫     

    ∫     

       ∫    

    ∫     

Sehingga pers (2) menjadi: 

             
  

  
            

  

  

 

  
 

   

 
    

  

  
            

∫
 

  
   ∫         

 

(   )
     ∫  ∫   

(   )
           

 

(   )
     ∫ (   ) ∫                

     ∫(   ) (   )∫             

Karena  y = u.v 

Maka                      

     (   )  (   )∫   .,∫  (   )∫         - 

 

2. Persamaan Terhadap Fungsi x 

         ..........................................................(1) 

P dan Q adalah fungsi-fungsi dari x, n ≠ 0, n ≠ 1. 

Untuk menyelesaikan persamaan bernaulli ini dapat melalui 2 cara yaitu: 

a. Persamaan (1) dibagi dengan    

Maka 
  

  
  + 

 

    
 = Q  ............................................(2) 
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Misalkan z =      

Maka:  
  

  
 (   )   

  

  
 

              
  

  
 

 

   
   

  

  
  .......................................(3) 

Kita substitusi pers(3) ke pers(2) menjadi: 

 
 

   
 
  

  
  

  
 

 

    
 Q 

 

   

  

  
       

  

  
 (   )   (   )   

 

Ini adalah persamaan differensial linier dan selanjutnya dapat 

diselesaikan dengan cara bernaulli dan lagrange. 

                ..................................................(1) 

Misalkan x = u.v            (u,v masing-masing fungsi dari y) 

    
 
       (turunan aturan perkalian) subsitusi ke pers (1) 

                     

 (      )              ............................(2) 

Kita ambil:          

       

  

 
                 atau                

  

  

 
   

∫
  

 
  ∫     

    ∫     

        ∫    

    ∫         .......................................(3) 

  

Sehingga pers (2) menjadi: 

             
  

  
            

  

  

 

  
 

   

 
    

  

  
            

∫
 

  
   ∫         

 

(   )
     ∫  ∫   

(   )
           

 

(   )
     ∫ (   ) ∫                
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     ∫(   ) (   )∫             

 

Karena  x=u.v 

Maka                      

     (   )  (   )∫   .[∫  (   )∫         ] 

 

Contoh Soal: 

 

1. Carilah solusi dari x dy + y dx = x y2 dx 

Penyelesaian : 

Cara I : 

x dy + y dx = x y2 dx 

                                       : x dx 
  

  
 + 

 

 
 = y2  

 

  
 . 
  

  
 + 

 

  
 = 1 .............. (1) 

  

  
 
   

 
   

Misalkan : z = y-1                      
  

  
 = -     

  

  
 

                               
  

  
 = -y2  

  

  
 .............. (2) 

Subsitusikan persamaan (2) ke persamaan (1) 
   

  
   
  

  
 + 

 

  
 = 1 

- 
  

  
 + 

 

 
 = 1 

 
  

  
 - 
 

 
 = -1 ( Persamaan Differensial Linear) 

Didapat : P =  - 
 

 
    ;    Q = -1 

Maka,  

z =          [ ∫          . Q dx + C1 ] 

z =     
 

 
    [ ʃ       

 

 
    . (-1) dx + C1 ] 

z =      [ ʃ       . (-1) dx + C1 ] 

z = x [ - ʃ 
 

 
 dx + C1 ] 

z = x [ - ln x + C1 ] 
 

 
 = x [ - ln x + C1 ]  misalkan C1=ln C 

1 = xy [ - ln x + ln C ] 

1 = xylnC/x   

1 = xy ln C/x 
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Cara II : 
  

  
 + 

 

 
 = y2 

Maka didapat, M = 
 

 
    ;   N = 1   ;   n = 2 

 (    ) = (1 – n)  (   )        [ ʃ  (   )        . N dx + C1 ] 

 (    ) = (1 – 2)  
(   )    

 

 
    [ ʃ  

(   )   
 

 
    . 1 dx + C1 ] 

       y-1 = -     
 

 
    [ ʃ      

 

 
    . 1 dx + C1 ] 

       y-1 = -      [ ʃ       dx + C1 ] 

       y-1 = - x [ ʃ 
 

 
 dx + C1 ] 

         
 

  
 = - x [ ln x + C1 ] 

1 =  xy [- ln x - C1 ] misalkan,  –C1 = ln C 

1 =  xy [- ln x + ln C ] 

1 =  xy  ln C/x 

2. Carilah solusi dari 
  

  
 + 

 

   
 = (2x2 + 2x + 1) y2 

Penyelesaian: 

Cara I :  
  

  
 + 

 

   
 = (2x2 + 2x + 1) y2 .................................... (1) 

                                                             : y2 

  

  

  
 + 

 

 (   )
 = (2x2 + 2x + 1) ............ (2) 

Misalkan z = 
 

 
                               

  

  
 = - 

 

  
   
  

  
 

  

  
 = - y2  

  

  
  ............................................................. (3) 

Kita subsitusikan persamaan (3) kpersamaan (2) 

      
  

  
 

  
 + 

 

 (   )
 = (2x2 + 2x + 1) 

  
  

  
 + 

 

(   )
 = (2x2 + 2x + 1) 

                                                    

 
  

  
 - 

 

(   )
 = - (2x2 + 2x + 1)  (Persamaan Differensial Linier) 

didapat, P = - 
 

(   )
   ;   Q = -2x2 - 2x - 1 

Maka, 

z =          [ ʃ         . Q dx + C1 ] 

z =  
    

 

(   )
   

 [ ʃ  
    

 

(   )
   

 . (-2x2 - 2x – 1) dx + C1 ] 

z =        [ ʃ         . (-2x2 - 2x – 1) dx + C1 ] 
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z = x + 1 [ ʃ -2x - 
 

(   )
  dx + C1 ] 

 

 
 = x + 1 [ -x2 – ln (x + 1) + C1 ] 

  = y (x + 1) [ -x2 – ln (x + 1) + C1 ] 

  = - y (x + 1) [ x2 + ln (x + 1) - C1 ] 

1 + (xy + y) [ x2 + ln (x + 1) - C1 ] = 0 misalkan, -C1 = C 

(xy + y) [ x2 + ln (x + 1) + C ] + 1 = 0  

Cara II : 
  

  
 + 

 

   
 = (2x2 + 2x + 1) y2 

Didapat, M = 
 

   
    ;   N = 2x2 + 2x + 1   ; n = 2 

 (    ) = (1 – n)  (   )        [ ʃ  (   )        . N dx + C1 ] 

 (    ) = (1 – 2)  
(   )   

 

   
    [ ʃ  

(   )   
 

   
    . (2x2 + 2x + 1) dx + C1 ] 

y-1 = -        [ ʃ          . (2x2 + 2x + 1) dx + C1 ] 

y-1 = - (x + 1) [ ʃ 
 

   
 . (2x2 + 2x + 1) dx + C1 ] 

 

 
 = - (x + 1) [ ʃ 2x + 

 

   
 dx + C1 ] 

 

 
 = - (x + 1) [ x2 + ln x + 1 + C1 ] 

1 = -y (x + 1) [ x2 + ln x + 1 + C1 ] 

1 + y (x + 1) [ x2 + ln x + 1 + C1 ] = 0 misal C1 = C 

1 + (xy + y) [ x2 + ln x + 1 + C ] = 0 

 

3. Carilah solusi dari  x 
  

  
  + y  =       ln x 

Penyelesaian: 

Cara I:  
 

  
 
  

  
 + 

 

  
 =    ln x 

Misal : 

 z = 
 

 
    

  

  
 = - 

 

  
 
  

  
 

   
  

  
 = -    

  

  
 

 
 

  
 (-    

  

  
 ) + 

 

 
  =    ln x 

 
  

  
 + 

 

 
  =    ln x 

 
  

  
 - 
 

 
  = -    ln x …………(Persamaan Differensial Linear ) 

     : 



 

PERSAMAAN DIFERENSI | 51 

 P = - 
 

 
     Q = -    ln x 

 

Z =    ∫     [∫  ∫     . Q dx + C ] 

Z =    ∫  
 

 
    [∫  

∫  
 

 
    . (-    ln x) dx + C ] 

Z =      [∫       . (-    ln x) dx + C ] 

Z =   [∫
 

 
 . (-    ln x) dx + C ] 

Z =   [∫    ln x) dx + C ] 

Z =   [- 
 

 
       +  

 

 
   +    ] 

 

 
  = - 

 

 
       + 

 

 
   +   x 

1 = - 
 

 
        + 

 

 
    +   xy 

      

2 = -       + 
 

 
    + 2  xy 

       - 
 

 
    - 2  xy + 2 = 0 

xy (      - 
 

 
   - 2  ) + 2 = 0 

      Misal (- 2   = C ) 

xy (      - 
 

 
   + C) + 2 = 0 

 

 CARA II 

x 
  

  
  + y   =      ln x 

       
  

  
  + 

 

 
    =    ln x    

Maka : 

P = 
 

 
     Q =    ln x    n = 2 

 

 (   )  = ( 1- n )  (   )∫     [∫  (   )∫     . Q dx + C ] 

 (   )  = ( 1-2 )  (   )∫
 

 
    [∫  

(   )∫
 

 
    . (   ln x) dx + C ] 

      = -  ∫
 

 
    [∫  

 ∫
 

 
    . (   ln x) dx + C ] 

      = -      [∫       . (   ln x) dx + C ] 

      = -   [∫
 

 
 . (   ln x) dx + C ] 

      = -   [∫   ln x dx + C ] 
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∫   ln x dx = uv - ∫   du   Misal : u = ln x du = 
 

 
 dx  

      dv = x dx        v  = 
 

 
   

 

∫   ln x dx = ln x. 
 

 
   - ∫

 

 
    

 

 
 dx 

    = 
 

 
   ln x - ∫

 

 
  dx 

= 
 

 
   ln x - 

 

 
   

 

    = -   [∫   ln x dx + C ] 
 

 
 = -   [

 

 
   ln x - 

 

 
   + C ] 

1 = - 
 

 
  y ln x + 

 

 
  y – Cxy 

        

 2 = -       + 
 

 
    -  xy 

       - 
 

 
    + Cxy + 2 = 0 

xy (      - 
 

 
   + C) + 2 = 0 

 

4. Carilah solusi dari                  

Penyelesaian :   

Cara I:                                                

       
 

 
   

      

  
 

                                                                                                
  

  
  

 

   
    

    

  
.....................................................................(2) 

 

misalkan z = 
 

      
                            

  

  
   

 

  
 
  

  
 

 
  

  
    

  

 
 
  

  
  ............................................................................(3) 

. 

masukkan (3) ke dalam  (2) 

   

 
  
  

  
  
 

 
   

    

  
 

  
 

 
  
  

  
 

 

 
   

    

  
                             

     

  
  

  

 
  

     

  
         (Adalah Persamaan Diferensial Linear) 

( P = 
 

 
     

     

  
 ) 



 

PERSAMAAN DIFERENSI | 53 

z =   ∫     ,∫  ∫            - 

z=   ∫
 

 
   ,∫  ∫

 

 
    

     

  
      - 

z=        ,∫        
     

  
      - 

z= 
 

  
 ,∫     

     

  
      - 

z= 
 

  
 , ∫           - 

z= 
 

  
 (         ) 

 

  
 = 

 

  
 (         ) 

      (         ) 

Cara II 

(P = 
 

 
      

    

  
    ) 

     (   )  (   )∫   .,∫  (   )∫         -   

     (   )  (   )∫ 
 

 
  .,∫  

(   )∫ 
 

 
    

    

  
    -   

    (  )  ( )∫ 
 

 
  .,∫  

(  )∫ 
 

   
    

  
    -   

    (  )        .,∫        
    

  
    -   

    (  )        .,∫        
    

  
    -   

    (  ) 
 

  
,∫     

    

  
    -   

    (  ) 
 

  
, ∫         -   

     
 

  
(       )   

 

  
  

 

  
(       )   

     (        )   

 

5. carilah solusi dari  
  

  
                  

                     

Penyelesaian: 

Cara I:                                                 
  

  
  

    

  
       ..............................................................................(1) 

misalkan z = 
 

    
                            

      

       
   

 

  
 
  

  
 

  

  
    

  

 
 
  

  
  .....................................................................................(2). 

masukkan (2) ke dalam  (1) 
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                        (Adalah PD Linear) 

 ( P =                  ) 

z =   ∫     ,∫  ∫            - 

z=   ∫         ,∫   ∫                       - 

z=          ,∫                          - 

z=       ,∫
 

     
               - 

z=       ,  ∫
 

     
             - 

z=       (   ∫
           

     
     ) 

  =       (   ∫  
    

    
      ) 

 

  
       (  (       )    ) 

 

  
       (        )    ) 

          (       )    )    

 

 

Cara II 

  (P =                  ) 

     (   )  (   )∫   .,∫  (   )∫         -   

    (   )  (   )∫       .,∫  (   )∫                   -   

    (  )  ( )∫       .,∫  (  )∫                 -   

    (  )         .,∫    ∫                 -   

    (  )      .,∫
     

     
    -   

    (  )      , ∫
           

     
    -   

    (  )      , ∫
    

    
    -   

 

  
 (  )      (         )   

 

  
       (        )     

          (       )    )    

 

 



 

PERSAMAAN DIFERENSI | 55 

Latihan Soal! 

Carilah solusi dari persamaan differensial Bernauli berikut : 

1.         (   ) 

2.     
  

  
  (   )    

3.            

4. (x + 2y3 )  = y 

5. x 
  

  
 + y = (x5  + 2x4 + 3x2)y4 

6. x dy +y dx = x y 2dx 

7. xey
dx

dy
y 3432   

8. 
  

  
        

9.           (    ) 

10. x 
  

  
 + y = xy2 ln  
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BAB II 
PERSAMAAN DIFERENSIAL  

LINEAR TINGKAT n 

 

 

Persamaan Diferensial Linear Homogen Dengan Koefisien Tetap 

 

             

  
   

   
     

     

     
    

     

     
                 

  

  
                              ( ) 

                                                             

                                            

      
  

  
        

   

   
          

   

   
                  

   

   
         

                              ( )         

   
         

           
                         

       
      

    (   
      

       
                         )             

 

(   
      

       
                         )  

  (                   ( ) )                                                

                                     

                                              

                                  

                  
        

                               
     

                              :                     

                                 

                   
(    )      

(    )   

                              (    
        

    ) 

                            (                )  

                                      

                                                            

                             

                  
        

       
                   

       

                (             
                

    )     
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Contoh Soal 

1. Carilah jawab umum dari   
   

   
   

   

   
    

  

  
       

 

Penyelesaian: 

   

   
   

   

   
    

  

  
                                                                 ( ) 

Misalkan :         
  

  
       

   

   
        

   

   
        

                            

   (             )                    

                (                       ) 

(   )     

                 (                     ) 

      

      
       

      
    

  (            
 )   

 

2.    Carilah jawab umum dari    
   

   
   

  

  
        

              

   

   
   

  

  
                              ( ) 

                    

           (                       ) 

(   )(   )    

           (                     ) 

      

      
       

  

  (        ) 
  

3. Carilah jawab umum dari     
   

   
   

  

  
         

Penyelesaian: 

       

   

   
   

  

  
                                ( ) 

                     

           (                       ) 

      
   √      
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   √     

 
 

  
   √  

 
 

  
     

 
 

         

                   (                     ) 

      

        (              ) 

4. Carilah jawab umum dari    
   

   
   

   

   
    

  

  
   

 

Penyelesaian: 

 
   

   
   

   

   
    

  

  
         

                (                       )  

  (           )    

  (     )     

  (     )(     )    

      ,                                

(                           ) 

          

                                              

         (       )       (       )      

 

5. Carilah jawab umum dari  .
  

  
  /

 
.
  

  
   /

 
 

 

Penyelesaian:  

(
  

  
   )

 

 (
  

  
    )

 

                               ( ) 

(   )  (   )    (                  ) 

(   ) (   ) (   ) (   ) (   )    

                        

      

      
       

      
        

      
     

   (       ) 
   (            

 )    

6. Carilah jawab umum dari   
   

   
  

   

   
  

  

  
     

 

Penyelesaian:  
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(   )(    )    

                 

      

                       

7. Carilah jawab umum dari   .
   

   
    /

 

.
  

  
    /

 
 

               

(
   

   
    )

 

(
  

  
    )

 

                ( ) 

(     ) (   )    (                  ) 

(     )(     )(   )(   )(   )    

        

                                   (                         )  

      

    (       )
     (       )

     (            
 )    

y   (       )       (        )       (            
 )    

 

Latihan Soal! 

Hitunglah jawab umum Persamaan Diferensial Homogen berikut: 

1. 
    

   
 + 4y = 0 

2. 
   

   
 + 18

   

   
 + 81y =0 

3. 
   

   
 - 2

  

  
  + y = 0 

4. (
   

   
  - y) (

  

  
 - 5y)2 = 0 

5. 
   

   
 - 
   

   
 + 

  

  
 - y = 0 

6. 
   

   
    

   

   
         

7. 
   

   
    

  

  
      

8. 
   

   
   

   

   
        

9. 
   

   
  

   

    
     

  

  
   

 

10. 
   

   
      

11. 
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12. .
  

  
   /

 
.
  

  
   /

 
   

 

13. 
   

   
 

   

   
  

  

  
      

 

14. 
   

   
  

   

   
   

   

   
  

   

   
   

 

15. .
   

   
  / .

   

   
 

  

  
  / .

  

  
   /    

 

 

Persamaan Diferensial Linear Homogen yang Koefisien – Koefisiennya 

Fungsi Istimewa dari x 

Bentuk Umum : 

  
   

   
   

     

     
 + … +    

  

  
     = 0 …… (1) 

Dengan;        (    )
        (    )

     …        

misalkan:           (kedua ruas kita ln kan) 

  (    )       

  (    )    (turunkan terhadap x) 

 
 

    
 

  

  
 

Maka diperoleh: 
  

  
  

  

  
  
  

  
 (substitusikan nilai 

  

  
) 

 
  

  
 

  

  
  

 

    
 (kedua ruas dikali(    )) 

(    )
  

  
  

  

  
 …….…..(2) 

Persamaan (2) didifferensialkan terhadap  . 

(    )
   

   
  

  

  
  

  

  
 
  

  
 (substitusikan nilai 

  

  
) 

(    )
   

   
  

  

  
  

  

  
(
  

  
 

 

    
) 

(    )
   

   
  

  

  
  

   

   
 

 

    
 (kedua ruas dikali(    )) 

(    ) 
   

   
  (    )

  

  
   

   

   
 (substitusikan nilai (    )

  

  
) 

 (    ) 
   

   
  . 

  

  
/    

   

   
  

(    ) 
   

   
   

  

  
   

   

   
 

 (    ) 
   

   
    

   

   
   

  

  
………..(3) 

Persamaan (3) didifferensilkan terhadap x. 
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(    ) 
   

   
   (    )

   

   
 (  

   

   
   

  

  
)
  

  
 

(    ) 
   

   
   (    )

   

   
 (  

   

   
   

  

  
) (
  

  
 

 

    
) 

(    ) 
   

   
   (    )

   

   
 (

  

    

   

   
)  (

  

    

   

   
) 

(    ) 
   

   
   (    ) 

   

   
   

   

   
   

   

   
 

(    ) 
   

   
   (  

   

   
   

  

  
)    

   

   
   

   

   
   

(    ) 
   

   
    

   

   
    

  

  
   

   

   
   

   

   
 

(    ) 
   

   
   

   

   
   

   

   
    

   

   
    

  

  
 

 (    ) 
   

   
   

   

   
    

   

   
    

  

  
 .................(4) 

Persamaan (4) didifferensialkan terhadap x. 

(    ) 
   

   
   (    ) 

   

   
 (  

   

   
    

   

   
    

  

  
)
  

  
 

(    ) 
   

   
   (    ) 

   

   

 (  
   

   
    

   

   
    

  

  
)(
  

  

 

(    )
) 

(    ) 
   

   
   (    ) 

   

   

 (
  

    

   

   
)  (

   

    

   

   
)  (

   

    

   

   
) 

(    ) 
   

   
   (    ) 

   

   
   

   

   
    

   

   
    

   

   
 

(    ) 
   

   
   .  

   

   
    

   

   
    

  

  
/    

   

   
    

   

   
    

   

   
  

(    ) 
   

   
    

   

   
    

   

   
    

  

  
   

   

   
    

   

   
    

   

   
 

 (    ) 
   

   
   

   

   
    

   

   
     

   

   
    

  

  
 ……………..(5) 

 

Untuk  pangkat ke-n yaitu (    ) 
   

   
  ……..……(n) kita tidak dapat 

menentukan rumusnya karena koefisien-koefisien yang terdapat pada persamaan 

(2),(3),(4) dan (5) tidak memiliki pola yang beraturan. Sehingga untuk 

menentukan rumus pangkat ke-n kita harus mencarinya secara berurutan. 

Dengan kata lain, jika kita ingin mencari turunan ke-9 maka kita harus mencari 

mulai dari turunan pertama sampai turunan yang ke-9 secara berurutan. 
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Dan jika, persamaan-persamaan tersebut disubtitusikan ke persamaan (1) 

maka diperolehlah Persamaan Differensial dengan koefisien-koefisien yang tetap. 

 

Contoh soal : 

1. Carilah jawab umum dari    
   

   
  

  

  
     ………..(1) 

 

Penyelesaian : 

Misalkan :        (kedua ruas kita ln kan) 

           

                                        (turunkan terhadap x) 

                                    
 

 
  

  

  
 

 

Maka diperoleh: 
  

  
 

  

  
  
  

  
  (substitusikan nilai 

  

  
) 

  

  
 

  

  
  
 

 
   (kedua ruas dikali x) 

 
  

  
 

  

  
 ……………………………….(2) 

Persamaan (2) didiferensialkan terhadap  . 

 
   

   
 

  

  
 

  

  
 
  

  
 (subtitusikan nilai 

  

  
) 

 
   

   
 
  

  
 
  

  
(
  

  
 
 

 
) 

 
   

   
 

  

  
 

   

   
 
 

 
 (kedua ruas dikali  ) 

  
   

   
  

  

  
 

   

   
 (subtitusikan nilai 

  

  
) 

  
   

   
 
  

  
 
   

   
 

  
   

   
 

   

   
 

  

  
 …………………..…..(3) 

 

Substitusikan persamaan (2) dan (3) ke persamaan (1) 

(
   

   
 

  

  
)  

  

  
     

   

   
  

  

  
     (Persamaan differensial dengan koefisien-koefisien 

tetap) 

 

Persamaan karakteristik :               

(   )    

            

Jawab umum:        (      ) 
  

  (        ) 
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  (        )  

             

2. Carilah jawab umum dari persamaan diferensial    
   

   
      

 

Penyelesaian: 

Misalkan:          (kedua ruas kita ln 

kan) 

           

         (turunkan terhadap 

x) 
 

 
  

  

  
 

 

Maka diperoleh: 
  

  
 

  

  
 
  

  
    (subtitusikan nilai 

  

  
) 

  

  
 

  

  

 

 
    (kedua ruas dikali x) 

 
  

  
 

  

  
……………………………………...(1) 

 

Persamaan (2) didifferensialkan terhadap  . 

 
   

   
 

  

  
 

  

  
 
  

  
   (subtitusikan nilai 

  

  
) 

 
   

   
 
  

  
 
  

  
(
  

  
 
 

 
) 

 
   

   
 

  

  
 

   

   
 
 

 
   (kedua ruas dikali 

 ) 

  
   

   
  

  

  
 

   

   
   (subtitusikan nilai 

 
  

  
) 

  
   

   
 
  

  
 
   

   
 

  
   

   
 

   

   
 

  

  
 ...........................................................................(2) 

 

Substitusikan persamaan (1) dan (2) ke soal 
   

   
 

  

  
      (Persamaan differensial dengan koefisien-koefisien 

tetap) 

Persamaan karakteristik:          
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  (   )(   )    

            

 

Jawab umum:       
       

    

     
        

     

     
        

      

     
    

 

 
 

 

3. Carilah jawab umum dari  
   

   
 

  

  
    

 

Penyelesaian: 

 
   

   
 

  

  
   ……………………………………………………(1) 

Misalkan:        (kedua ruas kita ln kan) 

           

        (turunkan terhadap x) 
 

 
  

  

  
 

 

Maka diperoleh:  
  

  
 

  

  
 
  

  
   (substitusikan nilai 

  

  
) 

  

  
 

  

  
 
 

 
   (kedua ruas dikali x) 

 
  

  
 

  

  
 ……………………………………….(2) 

 

Persamaan (2) didifrensialkan terhadap  . 

 
   

   
 

  

  
 

  

  
 
  

  
 (subtitusikan nilai 

  

  
) 

  
   

   
 

  

  
 

  

  
(
  

  
 
 

 
)  

 
   

   
 

  

  
 

   

   
 
 

 
 (subtitusikan nilai 

  

  
) 

 
   

   
 
 

 

  

  
 
 

 

   

   
 

 
   

   
 

 

 

   

   
 

 

 

  

  
 ……………………….…(3) 
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Substitusikan persamaan (2) dan (3) ke persamaan (1) 

(
 

 

   

   
 
 

 

  

  
)  (

 

 

  

  
)    

   

   
 
  

  
 
  

  
   

   

   
  

  

  
   (Persamaan differensial dengan koefisien-koefisien 

tetap) 

 

Persamaan karakteristik:         

   (   )    

            

 

Jawab umum:       
       

    

      
     

     

        
     

        
  

 

 

4. Carilah Jawab umum dari    
   

   
    

   

   
   

 

Penyelesaian: 

  
   

   
    

   

   
  ……………………………………………..(1) 

Misalkan:                      (kedua ruas kita ln kan) 

          

        (turunkan terhadap x) 
 

 
  

  

  
 

 

Maka diperoleh: 
  

  
 

  

  
  
  

  
   (substitusikan nilai 

  

  
) 

  

  
 

  

  
  
 

 
   (kedua ruas dikali  ) 

 
  

  
 

  

  
 ………………………………….…...(2) 

 

Persamaan (2) didiferensialkan terhadap  . 

 
   

   
 

  

  
 

  

  
 
  

  
  (substitusikan nilai 

  

  
) 

 
   

   
 
  

  
 
  

  
(
  

  
 
 

 
) 
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  (kedua ruas dikali  ) 

  
   

   
  

  

  
 

   

   
  (substitusikan nilai  

  

  
) 

  
   

   
 
  

  
 
   

   
 

  
   

   
 

   

   
 

  

  
 …………………………….(3) 

Persamaan (3) didiferensialkan terhadap  . 

   
   

   
   

   

   
 .

   

   
 

  

  
/  

  

  
  (substitusikan nilai 

  

  
) 

   
   

   
   

   

   
 .

   

   
 

  

  
/ (

  

  
 
 

 
)   

  
   

   
   

   

   
 .

 

 

   

   
 

 

 

   

   
/   (kedua ruas dikali  ) 

  
   

   
    

   

   
 

   

   
 

   

   
                           (substitusikan nilai   

   

   
) 

  
   

   
  (

   

   
 
  

  
)  

   

   
 
   

   
 

  
   

   
  

   

   
  

  

  
 
   

   
 
   

   
 

  
   

   
 
   

   
 
   

   
  

   

   
  

  

  
 

  
   

   
 

   

   
  

   

   
  

  

  
 …….............................................(4) 

Substitusikan persamaan (2),(3) dan (4) ke persamaan (1) 

 (
   

   
  

   

   
  

  

  
)  ( 

   

   
  

  

  
)    

 
   

   
 

  

  
   (Persamaan differensial dengan Koefisien-koefisien tetap) 

 

Persamaan karakteristik:        

 (    )    

             

Jawab umum                              
       

       
    

         
       

     

           
 

 
 

 

5. Carilah jawab umum dari  (   ) 
   

   
 (   ) 

   

   
  (   )

  

  
 

     

Penyelesaian: 

(   ) 
   

   
 (   ) 

   

   
  (   )

  

  
     ...........(1) 
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Misalkan:    (   )       (kedua ruas kita ln kan) 

  (   )       

  (   )      (turunkan terhadap x) 
 

(   )
  

  

  
 

 

Maka diperoleh : 
  

  
 

  

  
 
  

  
      (substitusikan nilai 

  

  
) 

  

  
 

  

  
 

 

(   )
         (kedua ruas dikali (   )) 

(   )
  

  
 

  

  
 ..........(2) 

 

Persamaan (2) didifferensialkan terhadap  . 

(   )
   

   
 

  

  
 

  

  
 
  

  
              (subtitusikan nilai 

  

  
) 

(   )
   

   
 
  

  
 
  

  
(
  

  
 

 

(   )
) 

(   )
   

   
 

  

  
 

   

   
 

 

(   )
 (kedua ruas dikali(   )) 

(   ) 
   

   
 (   )

  

  
 

   

   
 (subtitusikan nilai(   )

  

  
) 

(   ) 
   

   
 
  

  
 
   

   
 

(   ) 
   

   
 

   

   
 

  

  
 ............(3) 

 

Persamaan (3) didifferensialkan terhadap  . 

(   ) 
   

   
  (   )

   

   
 .

   

   
 

  

  
/  

  

  
  (substitusikan nilai 

  

  
) 

(   ) 
   

   
  (   )

   

   
 .

   

   
  

  

  
/ (

  

  
 

 

(   )
)  

(   ) 
   

   
  (   )

   

   
 (

   

   
 

(   )
)  (

   

   
 

(   )
) (dikali (1+x)) 

(   ) 
   

   
  (   ) 

   

   
 

   

   
 

   

   
   (subs. nilai (   ) 

   

   
) 

(   ) 
   

   
  .

   

   
 

  

  
/  

   

   
 

   

   
  

(   ) 
   

   
  

   

   
  

  

  
 

   

   
 

   

   
  

 (   ) 
   

   
 

   

   
 

   

   
  

   

   
  

  

  
 

 (   ) 
   

   
 

   

   
  

   

   
  

  

  
 ………….(4) 
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Substitusikan persamaan (2), (3) dan (4) ke persamaan (1) 

.
   

   
  

   

   
  

  

  
/  .

   

   
 

  

  
/   .

  

  
/        

   

   
  

   

   
  

  

  
       (Pers.Differensial koefisien tetap) 

 

Persamaan karakteristik:               

 (   )(    )    

      ;       √    

                

 

Jawab umum:      
       

       
    

      
      

       
      

      
                   

      
   (   )          (   )          (   ) 

      
   (   )         (   )

         (   )
  

     (   )
         (   )

         (   )
  

 

 

Latihan Soal! 

Carilah jawab umum dari  Persamaan Differensial Linear berikut! 

 

1.   
   

   
  

  

  
      

2.   
   

   
   

  

  
   

3.   
   

   
   

   

   
    

4. (   ) 
   

   
 (   ) 

   

   
   

5.   
   

   
   

   

   
   

  

  
       

6.    
   

    
 +   

  

  
       

7.  (   ) 
   

    
   (   )

  

  
   

8. (    ) 
   

   
 +  (   ) 

   

   
 – (6 + 3x ) 

  

  
 = 0 

9.   
   

   
   

   

   
   

10.   
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Persamaan Differensial Linier tak Homogen 

Bentuk Umum : 

  
   

   
   

     

     
   

     

     
                       ( )                   ( ) 

Penyelesaian: 

 Menentukan jawab umum homogen (yh) dengan  ( )     

 Menentukan jawab khusus (yk) dimana  ( )    

 

Maka, jawab umum P.D. linier tak homogen (yu) 

 

         

 

Untuk mencari jawab khusus dari P.D. linier tak homogenya dengan 

memisalkan: 

 

 ( )    

Sehingga Bentuk umum berubah menjadi :  

 ( )          (   
     

          )

         (   
     

          ) 

Dimana,  

(                        ) adalah bilangan tetap dan mungkin ada di 

antaranya yang sama dengan nol. 

Dari (    ) bukan akar dari persamaan karakteristik : 

   
     

                                         

Maka sebagai fungsi percobaaan : 

  

        (   
     

          )   
       (   

  

   
          )  (2) 

Setelah didifferensiir n kali, masing-masingnya dimasukkan ke dalam 

persamaan (1), maka dengan identitet harga dari 

                                            dapat dicari. 

Bila (    ) akar lipat h dari persamaan karakteristik, maka fungsi 

percobaan (2) dikalikan dengan   . 

Catatan : 

Bila         , maka fungsi percobaan menjadi 

     
     

           

atau (    ) adalah bukan akar 
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Bila (    ) adalah akar dari persamaan karakteristik lipat h maka fungsi 

percobaan 

  (   
     

          ) 
  

Contoh Soal : 

 

Untuk contoh soal 1-5, tentukanlah jawab umum persamaan differensial 

linier tak homogen yang diberikan. 

 

1.              

 

Penyelesaian: 

 

             ......... ……………………………………..(1) 

          (                  ) 

                                 

                                                           √  

                                                                   

 

       

                          
      

    

                   ( )       

    

    

    

(    )  (    )    (                                       ) 

                  

        
          ...... (2) 

             ................... (3) 

        ................................. (4) 

                     ( )     ( )              ( ) 

     (   
         )          
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 (  )        

               

                     

                          

 

                                                    ( ) 

                         

 

                                            

                                                                                  
      

          

2. 
   

   
  

  

  
        

Penyelesaian : 

                (1) 

               (                  ) 

                                   

                                                    (   )(   )    

                                                                       

      

                         
      

   

                     ( )      

    

    

    

(    )  (    )    (                                       ) 

                  

       
   .................. (2) 

       
   ............... (3) 

         
   ........... (4) 

                     ( ) ( )     ( )              ( ) 

      
    (    

  )   (   
  )      
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              ( ) 

                 
 

  
    

 

                                              

      
      

   
 

  
    

3. 
   

   
        

Penyelesaian: 

           ......... (1) 

         (                  ) 

                                   

                                                           

                                                           √   

                                                                    

                                       

                                    

                 ( )       

    

    

    

(    )  (   )     (merupakan akar lipat satu dari Pers. 

karakteristik) 

                  

    (              )  

                        ................ (2) 

                                   (3) 

                                                 

                                        .(4) 

                     ( )     ( )              ( ) 
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               ( ) 

                 
 

 
      

                                           

                 
 

 
      

 

4. 
   

   
             

Penyelesaian : 

                

         (                  ) 

                                

                                                           

                                                           √   

                                                                 

                                       

                                      

                    ( )   ( )   ( ) 

 ( )        

 ( )      

            ........ (1) 

  
 
       ................. (2) 

                ( )        

    

    

    

(    )  (    )   (                                       ) 

                    

       
          .......... (3) 

           ........................ (4) 

        .................................... (5) 

 

                     ( )     ( )              ( ) 
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 ( )       

             

                    

                                                  ( ) 

                            

  

  
 
           ( )      

    

    

    

(    )  (    )   (                                       ) 

                   : 

       
   .................................. (6) 

       
   ................................. (7) 

       
   ................................. (8) 

                     ( )     ( )              ( ) 

   
      

      

         
             

                      

                      
 

 
 

                     
 

 
              ( ) 

                   
 

 
   

                             

                                                     
 

 
    

                                            

 

                  
       

 

 
   

 

5.  
   

   
  

  

  
         

 

Penyelesaian : 

 

                ............ (1) 
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             (                  ) 

                                  

                                                  (   )(   )    

                                                               

      

                          
      

  

                                                      (      ) 

                     ( )         

    

    

    

(    )  (    )

  (                                                 )   

                  

      (   
        ) 

  

      (   
     

     
 ) ........... (2) 

      (   
     

     
 )    (    

      
      )(3) 

      (   
     

     
 )    (    

      
      ) 

   (    
      

      )   
 (     

          ) ……(4) 

                     ( ) ( )     ( )              ( ) 

  (   
     

     
 )    (    

      
      )

   (    
      

      ) 

   (     
          )    

 (   
     

     
 )     (    

 

     
  

     )  
 (   

        ) 
        

  (     
          )        

     
         

      
        

      
     

                   
 

  
 

       

                    

       

                    

Substitusi nilai         ke pers (2) 

                    (
 

  
)    

                
 

  
     

 Maka :          
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Latihan Soal 

Tentukanlah jawab umum dari Persamaan Diferensial Tak Homogen berikut: 

1. 
   

   
  

  

  
         

2. 
   

   
  

  

  
          

3. 
   

   
 

   

   
 

   

   
      

4. 
   

   
  

  

  
               

5. 
   

   
   

  

  
               

6. 
   

   
  

  

  
      

7. 
   

   
 

  

  
           

8. 
   

   
  

  

  
         

9. 
   

    
 

  

  
      

10. 
   

   
 -7 

  

  
 +10 y =     ( x – 2 ) 

 

Metode Variasi Parameter 

BentukUmum : 

            ( )                   ( )    

Solusiumum :             

Langkah 1. MenentukanPersamaanDiferensial LinearHomogen 

 r(x) = 0  

             

 Akar – akar persamaan karakteristik 

1) Jika       maka       
         

    

2) Jika      maka       
        

    

3) Jika       maka    (                )  
   

 Solusi PersamaanDiferensial Linear homogen 

            (                                ) 

Langkah 2. Menentukan   dengan metodeVariasi Parameter. 

Solusi khusus : 

  Pandang     ( )        ( ) 

            (        ( )         ( )   ) 

                  (1) 
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karena      
           ( ) 

maka         
     

       (2) 

           
     

       
     

     (3) 

 

Subtitusi persamaan 1,2dan 3 ke  Bentuk Umum 

            ( ) 

    
     

       
     

    (   
     

 )   (       )   ( ) 

    
     

       
     

       
      

             ( ) 

 (  
      

     )   (  
      

     )   
   
      

   ( ) 

         
      

               
      

        

Maka :    
      

   ( )     ( ) 

Persamaan (a)     ( )                                              

      
      

    
      

   ( ) 

Menentukan nilai    dan    dengan aturan cramer 

   
|
   

 ( )   
 |

|
    
  
   

 |
  

   ( )

    
    

   
                       

|
   

  
  ( )

|

|
    
  
   

 |
 

   ( )

    
    

   
 

Keterangan: W (Wronskian) =     
    

    
  

  
  

   ( )

 
                                           

  

  
 
   ( )

 
 

∫    ∫
   ( )

 
                           ∫   ∫

   ( )

 
   

   ∫
   ( )

 
                                          ∫

   ( )

 
   

Langkah 3: menentukan solusi jawab 

        

                    

 

Contoh Soal: 

Carilah jawab umum dari  Persamaan Differensial dengan menggunakan 

metode variasi paramter berikut! 

1.           
  

    
 

Penyelesaian : 

          
  

    
              ( ) 

                              (          ) 

 (   )    
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                    ( )     ( ) 

            

Maka                           
     

                          
         

      
    

    

    (      )    (   ) 

                

      

Sehingga diperoleh : 

   ∫
   ( )

 
    ∫

   ( 
 

    ⁄ )

   
   

      ∫

    
    
⁄

   
   

      ∫
 

    
              

         

   
 

  
    

    ∫
 

 
 
 

  
    

     
 

 
∫
 

 
    

    
 

 
    

      
 

 
   (    ) 

  ∫
   ( )

 
   ∫

  ( 
 

    ⁄ )

   
   

                               ∫

   
    
⁄

   
   

                               ∫
 

    
   

                                       

Maka  

           

   [ 
 

 
   (    )]    ,      -    
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    (    )            

 

Jadi solusi jawab dari persamaan diatas yaitu: 

        

     
      

  
 

 
    (    )            

 

 

2.             

Penyelesaian : 

           

       

      

         

                 

                       

                                       
        

                                       
       

             (      (      )) 

               

    

   ∫
            

 
   

    ∫              

                                              

                                        
 

 
    

 

 ∫                     
 

 
    ∫

 

 
               

 
 

 
          

 

 
∫             

    ∫                [
 

 
          

 

 
∫            ] 

  
 

 
        

 

 
∫             
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∫                   
 

 
    ∫

 

 
                

 
 

 
        

 

 
∫           

  
 

 
        

 

 
[
 

 
        

 

 
∫          ] 

  
 

 
        

 

 
        

 

 
∫           

    ∫               
 

 
        

 

 
        

 

 
∫           

(   
 

 
)∫               

 

 
        

 

 
        

∫              
 
 
  

       
 
  

      

   
 ⁄

 

 
 

  
        

 

  
        

    ∫                [
 

  
        

 

  
       ] 

   
 

 
        

 

 
        

  ∫
            

 
   

   ∫              

   [
 

 
        

 

 
∫          ] 

  
 

 
        

 

 
∫           

  
 

 
        

 

 
[
 

 
        

 

 
∫          ] 

  
 

 
        

 

 
        

 

 
∫           

 ∫                
 

 
        

 

 
        

 

 
∫           

(  
 

 
)∫              

 

 
        

 

 
        

∫              

 
  

       
 
  

      

  
 ⁄
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∫              
 

  
        

 

  
        

 ∫                (
 

  
        

 

  
       ) 

  
 

 
        

 

 
        

           

   ( 
 

 
        

 

 
       )      (

 

 
        

 

 
       )      

    
 

 
            

 

 
         

 

 
            

 

 
         

   
 

 
         

 

 
         

   
 

 
   (           ) 

   
 

 
    

         

                 
 

 
    

3.             

 

Penyelesaian:  

  

           

                        (          ) 

            

        

            

                 

                    ( )     ( ) 

 

                        

Maka                                                    
        

                                       
       

            (     )      

              

    

Sehingga diperoleh 
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   ∫
         

 
                                  ∫

           

 
   

   ∫      
 

    
                                 ∫      

 

    
   

 

   ∫
    

    
                                             ∫

    

    
   

 

   ∫                                                 ∫   

    |    |                                                   

  Maka  

           

   (      )              

                     

Jadi solusi umum dari persamaan diatas 

        

                                  

      (         )       (    ) 

 

4.                    

 

Penyelesaian: 

 

                  

                            (          ) 

               

  
  √   

 
 

  
  √  

 
 

  
    

 
 

      

               

 

    (             ) 
 (                    ) 

    
         

      

                           

Maka                               
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 ,          (             )-

 ,(             )      - 

                                             

     (           ) 

      

Sehingga diperoleh 

   ∫
              

   
                             

   ∫                           

   ∫                   

  ∫(
 

 
      

 

 
)     

  ∫ 
 

 
   ∫

 

 
         

   
 

 
  

 

 
∫          

   
 

 
  

 

 
  
 

 
      

   
 

 
  

 

 
      

 

  ∫
              

   
   

  ∫                     

  ∫             

                                                                     

                                                                              

   
  

     
                                                                 

  

    
 

  ∫          
  

     
                                   ∫           

  

    
 

   ∫                                                        ∫     
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Maka  

             

    ( 
 

 
  

 

 
     )        ( 

 

 
     )       

     
 

 
        

 

 
            

 

 
            

           

       
     

    
     

 
 

 
        

 

 
            

 

 
            

       
     

    
     

 
 

 
        

 

 
            ( 

 

 
     

 

  
     )    

             

    ( 
 

 
  

 

 
     )        (

 

 
     )       

     
 

 
        

 

 
            

 

 
        

           

       
         

      
 

 
        

 

 
            

 

 
        

       
         

      
 

 
        

 

 
            

 

 
    

 
 

 
          

Jadi solusi umum dari persamaan             

       
     

    
      

 

 
        

 

 
           ( 

 

 
    

 
 

  
     )    

       
     

    
     

 
 

 
       

 
 

 
            (

 

 
     

 

 
         )   

misalkan : 
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maka: 

      
               

 

 
        

 

 
            

 

 

5.             

 

Penyelesaian: 

           

                           (          ) 

             

        

             

      
      

   (                    ) 

 

                      

Maka:                      

         
       

         
         

     (      )  (           ) 

       

     

 

Sehingga diperoleh 

   ∫
         

  
   

   ∫            

                

         

           

 

     
 

 
     

 ∫               .     
 

 
    /  .∫ 

 

 
          /   

  
 

 
         ∫        
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 ∫            
 

 
     ∫ 

 

 
       

  
 

 
      

 

 
( 

 

 
    ) 

  
 

 
      

 

 
     

      (
 

 
  

 

 
) 

  
 

 
             (

 

 
  

 

 
) 

      (
 

 
   

 

 
  

 

 
) 

   ∫            [     (
 

 
   

 

 
  

 

 
)] 

       (        ) 

 

  ∫
           

  
   

    ∫        

              

         

         

  
 

 
    

∫              
 

 
    ∫

 

 
             

 
 

 
      ∫       

        

      

         

  
 

 
    

∫         
 

 
     ∫

 

 
      

 
 

 
     

 

 
  (
 

 
   ) 
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      (

 

 
     

 

 
   ) 

 
 

 
      

 

 
     

 

 
    

    (
 

 
   

 

 
  

 

 
) 

    ∫           [   (
 

 
   

 

 
  

 

 
)] 

     (         ) 

Maka:  

           

   ,(         )    -    ,(         )   -     

                      

          

Jadi solusi umum dari persamaan diatas 

        

     
      

          

 

Latihan soal! 

Selesaikan Solusi umum dari Pd dibawah ini dengan Metode Variasi 

Parameter ! 

1.       
 

   
 

2.   
          

 

  
 

3.                

4.               

5.                 

6.            

7. 
   

   
         

8.            
    

  
 

9.                  

10.            
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BABA III 
PEMETAAN LAPLACE 

 

 
Sifat-sifat Pemetaan Laplace 

Andaikan fungsi  g  terdefenisi untuk  0 ≤ t < ∞, terbatas dan terintegralkan 

di dalam setiap selang terhingga  0 ≤ t ≤ b, maka menurut defenisi 

  ∫  ( )
 

 
dt = 

   
   

 ∫  ( )
 

 
        

Kita katakan bahwa integral takwajar  di ruas kiri konvergen atau divergen 

sesuai dengan ada atau tidak adanya limit di ruas kiri. Sebagai contoh 

∫     
 

 
 dt  konvergen tetapi  ∫    

 

 
 dt  divergen. Jelaslah, 

  ∫     
 

 
 dt  = 

   
   

 ∫     
 

 
   = 

   
   

 . 
 

 
     |  

 
/ 

 = 
   

   
 . 

 

 
       

 

 
/ = 

 

 
 , 

Tetapi  

 ∫    
 

 
   = 

   
   

 ∫    
 

 
   = 

   
   

 . 
 

 
    |  

 
/ 

 = 
   

   
 .
 

 
      

 

 
/ =   

Defenisi 1  

Misalkan f(t) merupakan suatu fungsi dari t terdefenisi untuk t>0.Kemudian 

∫      ( )   
 

 
 jika ada dinamakan suatu fungsi dari s, dapat dikatakan  ( )  

Oleh karena itu fungsi F(s) ini dapat dinamakan transformasi laplace dari f(t) 

dan dinotasikan oleh “ℒ * ( )+ . Jadi 

ℒ {* ( )+}   ( )  ∫      ( )   
 

 
 

Defenisi 2 : 

Jika ℒ {* ( )+}   ( ) maka f(t) dinamakan Transformasi Laplace Invers dari 

F(s) dan dinotasikan dengan f(t)=ℒ -1* ( )+. Kemudian untuk mencari nilai ℒ 

-1* ( )+  maka kita harus mencari suatu fungsi dari t yang transformasi  

Laplacenya adalah F(s). 

Contoh Soal! 

1. Hitunglah pemetaan Laplace dari f(t) – 1. 

Penyelesaian  

∫      ( )
 

 
   = ∫     ( )

 

 
   = ∫     
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  = 
   

   
 ∫     

 

 
   = 

   
   

 ─ 0
    

 
 
 
 
1 

  = 
   

   
 ─ 0

 

 
  

    

 
1 

 Jika s > 0, limit di atas ujud dan kita peroleh 

  ∫      ( )
 

 
   = 

 

 
 , s > 0. 

2. Hitung pemetaan Laplace dari f(t) = e2t 

 Penyelesaian:  

  ∫      ( )
 

 
   = ∫     

 

 
      =  ∫   (   ) 

 

 
   

    = 
   

   
 ∫   (   ) 
 

 
   = 

   
   

 ─ [
  (   ) 

   
 
 
 
1 

    = 
   

   
 0

 

   
  

  (   ) 

   
] 

 Limit ini ujud hanya jika s > 2. Karena itu, 

  ∫      ( )
 

 
   = 

 

   
 , s > 2. 

Dalam contoh 1 dan 2 kita lihat bahwa pemetaan Laplace 

merupakan fungsi dari  s. Kita ambil f sebagai balikan pemetaan Laplace 

dari F. Untuk maksud cara penulisan bagi balikan pemtetaan Laplace,kita 

perkenalkan lambang pengganti ℒ [f(t)] = F(s). Kita tuliskan juga f(t) = ℒ -1 

[f(s)]. Dari contoh 1 dan 2 kita lihat bahwa 

ℒ -1 0
 

 
1 = 1 dan ℒ -10

 

   
1 =    . 

Kita catat bahwa untuk suatu f  yang diberikan, F yang berkaitan 

ditentukan secara tunggal (bila ini ada). Akan kita tuliskan Teorema 1, 

mengenai balikan pemetaan Laplace, tetapi sebelumnya kita berikan 

defenisi berikut. 

Defenisi 2 

Suatu fungsi f dikatakan kontinu bagian demi bagian pada suatu selang 

I, jika I dapat dibagi menjadi jumlah berhingga selang-selang bagian, di 

dalam selang- selang bagian itu f kontinu dan mempunyai limit kiri dan 

kanan yang berhingga. 

Defenisi 3 

Suatu fungsi f dikatakan berorde eksponensial   jika t menuju 

takberhingga ada bilangan M,  dan T sehingga 

 │f(t)│ ≤ Meat bila t ≥ T.  

Atau, f dikatakan berorde eksponensial   jika ada suatu   

demikian sehingga 

 
   
   

│f(t)│/ eat = ℒ , dimana ℒ  = 0 dan ℒ  suatu bilangan positif 

berhingga. 

 Sekarang kita berikan suatu teorema yang menjamin 
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kekonvergenan integral (1) tanpa bukti. 

 Teorema 1  

 Jika f kontinu bagian demi bagian pada setiap selang berhingga di 

dalam (0,  ), dan jika f berorde eksponensial α dan t menuju takberhingga, 

integral 91) konvergen untuk s > α. Selanjutnya, jika f dan g adalah fungsi-

fungsi kontinu bagian demi bagian yang pemetaan Laplace-nya ujud dan 

memenuhi ℒ  [f(t)] = ℒ  [g(t)], maka f = g pada titik-titik dimana f dan g 

kontinu. Jadi, F(s) mempunyai balikan yang kontinu, maka f adalah 

tunggal. 

Teorema berikut memberikan kepada kita alat-alat yang 

berguna untuk menghitung pemetaan Laplace. Bukti teorema pertama 

merupakan akibat sederhana dari definisi dan karena itu akan 

dihilangkan. Lambang-lambang c1, c2, dan k dalam teorema-teorema 

berikut ini menyatakan konstanta sebarang. 

Teorema 2 

 ℒ  ,   ( )     ( )-     ( )     ( ) 

Teorema 3 

Jika F(s) = ℒ  [f(t)], maka F(s + k) = ℒ  [e-kt f(t)]. 

Contoh Soal! 

3. Cari (a) ℒ  [t2] 

Penyelesain  

(a) ℒ  [t2] = ∫    
  

 
 e-st dt = 

   
   

0
        

  
1 + 

 

 
∫       
  

 
 dt  

                                    
   
   

0
        

  
1 + 

 

 
 
   
   

 0
     

 
1 + 

 

  
 ∫      
  

 
 dt 

Jika s > 0, maka kedua limit diatas sama dengan nol seperti dapat 

dibuktikan dengan menggunakan aturan 1 hospital. Jadi, 

  ℒ  [t2] = 
 

  
, s > 0 

Untuk mempermudah tranformasi laplace invers, perhatikan tabel dibawah 

ini (Kartono, 1994;286) 

Tabel Fungsi dan transformasi Laplace Invers 

No  ( )   ℒ * ( )+  ( )  * ( )+ 

1  

 
 

1 

2  

  
        

    

   
 

3  
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4  

(   ) 
        

 

(   )
 (       ) 

5  

(   )(   )
    

 

   
(       ) 

6  

(   )(   )
    

 

   
(         ) 

7  

     
 

 

 
      

8  

     
       

9  

     
 

 

 
       

10   

     
 

       

11  

(   )    
 

 

 
         

12    

(   )    
          

13  

 (     ) 
 

 

  
(       ) 

14  

 (     ) 
 

 

  
(        ) 

15  

(     ) 
 

 

   
(              ) 

16  

(     ) 
 

 

 
(              ) 

17  

(     ) 
 

 

 
 

18  

(     )  (     ) 
 (     ) 

 

     
(           ) 

 

Contoh Soal! 
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1. ℒ 







 ttte t

2

1
cosh24sin

2

1
4 32

= …. 

Penyelesaian : 

ℒ 







 ttte t

2

1
cosh24sin

2

1
4 32

 

= ℒ  te 2  + 4 ℒ  3t  + 
2

1
 ℒ  t4sin  - 2 ℒ

 








t

2

1
cosh  

= 


























































  2

2

2213

2

1
2

4

4

2

1!3
4

2

1

s

s

sss
 

=


























































4

1
2

16

4

2

16
4

2

1

2
24

s

s

sss
 

=

















4

1

2

16

224

2

1

2
24

s

s

sss
 

Maka, ℒ ( ttte t

2

1
c o s h24s i n

2

1
4 32 

) = 

















4

1

2

16

224

2

1

2
24

s

s

sss
 

2. ℒ  ttet t 2cos22  = …. 

 Penyelesaian : 

 ℒ  ttet t 2cos22   = ℒ  tet 22  + ℒ  tt 2cos  

  = 
 
 22

!12





s
+ 
 222

22

2

2





s

s
 

  = 
 22

1

s
+ 
 22

2

4

4





s

s
 

 Maka, ℒ ( ttet t 2cos22  ) = 
 22

1

s
+ 
 22

2

4

4





s

s
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3. ℒ -1

  

2

3

5 15 11

1 2

s s

s s

  
 

   

 

Penyelesaian: 

 

          

2

3 2 3

5 15 11

1 21 2 2 2

s s A B C D

s ss s s s

  
    

      

 

                 x    
3

1 2s s   

         
3 225 15 11 2 1 2 1 2 1s s A s B s s C s s D s             

         2 2 2 25 15 11 4 4 2 1 4 4 2 1s s A s s s B s s s C s s D s                

       2 3 3 2 25 15 11 6 12 8 3 4 2 1s s A s s s B s s C s s D s               

       2 3 25 15 11 6 3 12 8 4 2s s A B s A B C s A C D s A B C D                 

 

3 3 0A B   ……………...(1) 12 15A C D     

……….…..(3) 

6 3 5A B C    ……...(2) 8 4 2 11A B C D     

….(4) 

     + -  

3 5A C   …………..(5)  20 4 4A B C     

  20 4 4A A C      

 24 4A C    

…………….(6) 

Dari persamaan (5) dan (6) 
3 5

24 4

A C

A C

  

  
 

     - 

27 9A   

      
9 1

27 3
A   


 

      
1

3
A    

Untuk mencari nilai C 

24 4A C    

1
24 4

3
C

 
    
 

 

          8 4C     
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                  4C   

Untuk mencari nilai D 

12 15A C D     

1
12 4 15

3
D

 
     
 

 

4 4 15D      

15 8

7

D

D

  

 
 

Dengan diperolehnya nilai A,C dan D maka diperoleh nilai  

1

3
B   

 ℒ -1

  

2

3

5 15 11

1 2

s s

s s

  
 

   

 

= ℒ -1

 
1

3 1s

 
 

 
+ ℒ -1

 
1

3 2s

 
 

 
+ ℒ -1

 
2

4

2s

 
 

  
+ ℒ -1

 
3

7

2s

 
 

  

 

= -
1

3
 ℒ -1

 
1

1s

 
 

 
+ 

1

3
 ℒ -1

 
1

2s

 
 

 
+ 4 ℒ -1

 
2

1

2s

 
 

  

7

2
  ℒ  -1

 
3

1

2s

 
 

  

   

2 2 2 2

2 2

1 1 7
4

3 3 2

1 1 7
4

3 3 2

t t t t

t t

e e te t e

e t t e





    

 
     

 

 

Sehingga Diperoleh 

ℒ -1

  

2

3

5 15 11

1 2

s s

s s

  
 

   

2 21 1 7
4

3 3 2

t te t t e  
    

 
 

 

Latihan Soal! 

Carilah penyelesaian dari pemetaan laplace dibawah ini! 

1) ℒ  ttete tt 4sin4cos 32    = …. 

2) ℒ

 








 I

dt

dI

dt

Id
65

2

2

= ℒ 14 

Dimana I’(0)=0 ; I(0)=-1 
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3) ℒ 







 y

dt

dy

dt

yd
23

2

2

= ℒ  tt3cos  

Dimana y 11 , y(0) = -1 

4. ℒ  -1
  2

1

1 1s s

 
  

   

…… 

5. ℒ  







 y

dt

dy

dt

yd
44

2

2

 ℒ  t3cos    ,       100 '  yy  

6. ℒ 







 y

dt

dy

dt

yd
43

3

3

 ℒ  te 2    ,         1000 '''  yyy  
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