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KATA PENGANTAR 

 

Diktat ini disusun dengan tujuan memberikan informasi tentang konsep-konsep dasar yang 

berhubungan dengan  Bilangan Kompleks, Fungsi Kompleks, Transformasi Elementer dan 

Fungsi Analitik sebagai bahan acuan dalam perkuliahan Analisa Kompleks. Setiap Materi 

disajikan dalam bentuk defenisi, contoh, teorema dan Latihan dengan tujuan untuk 

memudahkan mahasiswa memahami materi perkuliahan.  

Salah satu syarat agar pembelajaran Analisa Kompleks tercapai, mahasiswa harus sudah 

mengikuti perkuliahan dan memahami materi pada mata kuliah Analisa Riel. Semoga diktat 

yang sederhana ini dapat membantu mahasiswa mempelajari dan memahami konsep  Bilangan 

Kompleks. Belajar tidak harus dijelaskan oleh orang lain tetapi belajar secara mandiri dan 

diskusi sesama teman juga sangat bermanfaat.  

Diktat ini masih sangat jauh dari sempurna, oleh karena itu kritik dan saran masih sangat 

dibutuhkan  demi kelanjutan dan sempurna nya diktat ini. Terima Kasih.  
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BAB I 

BILANGAN KOMPLEKS 

 

1.1  Bilangan Kompleks 

 

Dalam bab ini akan dibicarakan sistem bilangan kompleks yang merupakan perluasan dari 

sistem bilangan riel. Perhatikan persamaan kuadrat berikut 

x2 + 1 = 0! 

Persamaan kuadrat tersebut tidak memiliki solusi bilangan real. Dalam hal ini solusinya adalah 

𝑥 = ±√−1. Jelas √−1 bukan bilangan real karena tidak ada bilangan real yang kuadratnya 

sama dengan -1. Serupa dengan hal tersebut, persamaan kuadrat 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 =

0 dengan 𝑎 ≠ 0 tidak memiliki solusi bilangan real jika D = b2-4ac<1 sebagai contoh 𝑥2 −

2𝑥 + 5 = 0 dengan rumus abc yang telah dipelajari di SMA solusinya adalah 

 

Dalam hal ini, persamaan kuadrat tersebut tidak memiliki solusi dalam sistem bilangan real. 

Agar setiap persamaan kuadrat memiliki solusi, kita perlu memperluas sistem bilangan. Sistem 

bilangan yang dimaksud adalah sistem bilangan kompleks. Lihat kembali solusi persamaan 

kuadrat di atas! Dalam solusi tersebut terdapat akar bilangan negatif (jelas, akar bilangan 

negatif bukan bilangan real). Setiap bilangan yang bukan bilangan real disebut bilangan 

imajiner dengan notasi Rc (komplemen dari R). Anggota bilangan imajiner adalah semua akar 

bilangan real negatif bersama negatifnya. 

Definisi 1.1.1 :  

Himpunan bilangan kompleks, dilambangkan sebagai C, adalah himpunan semua bilangan 

yang dapat dinyatakan sebagai x + yi atau x + iy, dengan x,y ∈ R dan i = √ −1. Secara formal, 

C = {z = x + yi| x,y ∈ R, i2 = −1}. Di sini x disebut bagian real z dan dinotasikan sebagai x = 

Re(z), sedangkan y disebut bagian imajiner z dan dinotasikan dengan y = Im(z). Jika Re(z) = 0 

maka z dikatakan sebagai bilangan kompleks imajiner murni, sedangkan jika Im(z) = 0 maka z 

merupakan bilangan real. 
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Re z 
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Bilangan kompleks dinyatakan dalam bentuk z = x + yi atau dapat dipandang sebagai pasangan 

terurut (x;y) ∈ R2. Jika bilangan real dapat ditempatkan pada garis lurus, maka bilangan 

kompleks ditempatkan pada bidang R2 atau dalam hal ini disebut bidang kompleks (lihat grafik 

1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Grafik 1 

Untuk selanjutnya, penyajian bilangan kompleks dalam bidang kompleks dapat dipandang 

sebagai vektor di R2 (Lihat Grafik 2). Hal ini mempermudah dalam interpretasi secara 

geometris. 

 

   

 

 

 

 

 

Grafik 2 

 

Teorema 1.1.2 

Sistem bilangan kompleks ( C, +) merupakan suatu lapangan ( field ).  

Misalkan 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ ℂ, maka :  
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Definisi 1.1.3 

Dalam bentuk pasangan terurut, penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian adalah 

berturut-turut. Seperti pada himpunan biangan real R, pada himpunan bilangan kompleks C 

dapat pula didefinisikan operasi-operasi aljabar biner seperti penjumlahan dan perkalian. 

Misalkan z1 = x1 + iy1 dan z2 = x2 + iy2. 

1. Hasil penjumlahan bilangan kompleks z1 dengan z2 adalah bilangan kompleks z3 = z1 + z2 

yang didefinisikan sebagai z3 = (x1 + x2) + i(y1 + y2). 

2. Hasil kali bilangan kompleks z1 dengan z2 adalah bilangan kompleks z3 = z1z2 yang 

didefinisikan sebagai z3 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1). 

3. Terdapat bilangan kompleks −z = −x − yi dan sedemikian 

sehingga z + (−z) = (−z) + z = 0 dan zz−1 = z−1z = 1 

(eksistensi elemen invers penjumlahan dan invers perkalian) 

4. z(z1 + z2) = zz1 + zz2 (sifat distributif) 
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5. Dengan adanya elemen invers terhadap operasi penjumlahan maupun perkalian, maka 

dapat didefinisikan operasi pengurangan dan pembagian sebagai berikut. Untuk setiap 

bilangan kompleks z1 = x1 + iy1 dan z2 = x2 + iy2 maka 

z1 − z2 = z1 + (−z2) = (x1 − x2) + i(y1 − y2) 

dan 

 

 

1.2 Konjugat dan Modulus Bilangan Kompleks  

 

Salah satu komponen yang penting dalam bilangan kompleks adalah konjugate (sekawan). 

Konjugate bilangan kompleks z = x+yi adalah 𝑧̅ = 𝑥 − 𝑦𝑖 Konjugate 𝑧̅ tidak lain adalah 

pencerminan z terhadap sumbu Re z. Secara grafik dapat dilihat sebagai berikut 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Grafik 4 

Operasi sekawan bersama operasi-operasi biner penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan 

pembagian memiliki sifat-sifat berikut.  
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Teorema 1.1.4 

Diberikan  𝑧1, 𝑧2 ∈ ℂ. Operasi konjugat pada sistem bilangan kompleks adalah  

 

Bukti teorema diatas diserahkan kepada pembaca.  

Modulus |z| dari z = x + yi didefinisikan sebagai |z| = √𝑥2 + 𝑦2. Buku lain menggunakan istilah 

magnitude atau nilai mutlak. Sebagai contoh, |-3 + 4i| = 5. Jelaslah |z| memberikan arti panjang 

vektor yang berkorespondensi dengan z . Secara umum, |𝑧1 − 𝑧2| adalah jarak antara dua titik 

yang merepresentasikan 𝑧1 𝑑𝑎𝑛 𝑧2 di bidang. Sifat-sifat modulus terangkum dalam teorema 

berikut. 

Teorema 1.1.5  
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LATIHAN  

 

1. Nyatakan lah bilangan kompleks berikut dalam bentuk x+yi : 

 
2. Jika ada, tentukanlah bilangan kompleks z yang memenuhi sifat berikut :  

 

 

 

 

3. Buktikan bahwa ∀z ∈ C berlaku:      

dan  

 

 

 

 

 

 

 

1.3 Geometri Bilangan Kompleks 

 

Secara aljabar bilangan kompleks z = x+yi dapat dibayangkan sebagai pasangan terurut dua 

bilangan real (x,y) yang terletak di bidang Euclides atau bidang Argan R2, sehingga secara 



7 
 

geometri himpunan bilangan kompleks C dapat pula dinyatakan sebagai suatu bidang, yang 

disebut bidang kompleks atau bidang-z. Pada bidang kompleks, sumbu x disebut sumbu 

real sedangkan sumbu y disebut sumbu imajiner. Dengan demikian, suatu bilangan 

kompleks z = x+yi dapat dinyatakan sebagai titik di bidang kompleks dengan koordinat 

(ax,y) dan C ∼= R2. Selain itu, suatu bilangan kompleks z = x+yi dapat dinyatakan pula 

sebagai vektor di bidang kompleks dengan titik pangkal (0,0) dan titik ujung (a,b). 

 

Jika pada R2 kita dapat menyatakan suatu titik dalam koordinat kutub (polar) maka 

demikian pula pada C, dengan mendefinisikan modulus dan argumen dari z. Pada R2, 

modulus kita kenal sebagai panjang atau norm vektor (x,y), sedangkan argumen kita kenal 

sebagai arah vektor (x,y). Modulus dari z = x+yi, dinotasikan sebagai |z| didefinisikan 

sebagai  

|z| = √𝑥2 + 𝑦2 

 

sedangkan argumen dari z, dinotasikan sebagai arg(z), didefinisikan sebagai suatu sudut 

θ yang memenuhi 

cos 𝜃 =
𝑥

|𝑧|
 dan sin 𝜃 =

𝑦

|𝑧|
 

 

Karena sifat fungsi sinus dan cosinus yang periodik, maka nilai arg(z) tidak tunggal. Oleh 

karena itu ∀z ∈ C perlu dipilih suatu arg(z) yang disebut sebagai argumen utama dari z, 

dinotasikan sebagai Arg(z), adalah arg(z) yang berada pada selang (−π,π]. 

Sekarang kita siap mendefinisikan bentuk kutub (polar form) bilangan kompleks secara 

umum. Misalkan z = x + iy,r = |z|, dan θ = Arg(z) maka jelas bahwa 

x = r cosθ  dan  y = r sinθ 

sehingga 

z = r (cos θ + i sin θ)  atau sering ditulis z = r cis θ. 
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1.4 Akar Bilangan Kompleks  
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LATIHAN  

 

1. Tentukan semua z yang memenuhi persamaan 𝑧3 + 8 = 0 

2. Selesaikan persamaan 𝑧2 + 𝑖 = 0 kemudian gunakan hasil yang diperoleh untuk 

menyelesaikan persamaan 𝑧4 + 2𝑖𝑧2 − 1 = 0 

3. Jika |z| < 1 buktikan bahwa Re (z+1) > 0 

4. Tentukan enam bilangan kompleks yang memenuhi persamaan 𝑧6 −
1−𝑖

√3+𝑖
= 0 

5. Jika 𝑧 +
1

𝑧
 adalah bilangan real, buktikan bahwa Im (z) = 0 atau |z| = 1 
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BAB II 

FUNGSI KOMPLEKS DAN FUNGSI ELEMENTER 

 

2.1 FUNGSI KOMPLEKS 
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2.1.1. Komposisi Fungsi Kompleks 
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2.2 FUNGSI ELEMENTER  

Fungsi kompleks biasa dinotasikan sebagai w = f(z) atau w = u(x,y) + iv(x,y) = f(x,y). Secara 

geometris, fungsi f merupakan transformasi yang memetakan titik di bidang-z ke bidang-w. 

Dengan demikian, fungsi kompleks dapat dipandang sebagai fungsi dari R2 ke R2 yang 

memetakan (x,y) menjadi (u,v). Fungsi yang dibahas di sini meliputi fungsi linear, fungsi 

balikan, fungsi bilinear, fungsi pangkat, fungsi eksponen, fungsi logaritma, fungsi 

trigonometri, dan fungsi hiperbolik. 

2.2.1 Fungsi Linier 
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2.2.2 Fungsi Balikan  

Fungsi Balikan adalah fungsi yang berbentuk  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



15 
 

2.2.3 Fungsi Bilinier 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2.4 Fungsi Pangkat 

 

 

 

2.2.5 Fungsi Eksponen  
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2.2.6 Fungsi Logaritma 
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2.2.7 Fungsi Trigonometri dan Fungsi Hiperbolik 
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BAB III 

TRANSFORMASI ELEMENTER 

 

Analog dengan pendefinisian fungsi real, fungsi kompleks f adalah suatu aturan yang 

memetakan atau mentransformasikan suatu bilangan z = x + iy ∈ C menjadi suatu bilangan 

kompleks w = u + iy ∈ C. Sehingga fungsi kompleks disebut pula sebagai transformasi. 

Definisi 3.1.1  

Transformasi fungsi kompleks adalah korespondensi antara titik-titik di bidang-z dengan titik-

titik di bidang-w disebut pemetaan atau transformasi dari titik-titik di bidang-z dengan titik-

titik di bidang w oleh fungsi f 

Pemetaan dapat berupa : 

• Translasi / pergeseran 

• Rotasi / perputaran 

• Refleksi / pencerminan 

 

3.1 Transformasi Linier  

Transformasi linier adalah pencerminan dibawah fungsi linier f(z) = az + b, dimana a dan b 

adalah bilangan kompleks.  

3.1.1 Regangan dan Putaran  
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3.1.2 Pergeseran  

 

Contoh  
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3.2 Transformasi Balikan ( Resiprokal ) 

 

Transformasi balikan secara geometri dapat di tinjau dari dua kasus, yaitu garis dan lingkaran. 

Peta garis dan lingkaran di R2 oleh transformasi balikan w = 1/z memiliki Langkah-langkah 

sebagai berikut :  

1. Misalkan persamaan garis lurus di R2 adalah 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 ; 𝑎, 𝑏 ≠ 0 di 

transformasi oleh 𝑤 =
1

𝑧
. Namakan 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 dan 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣, maka : 

𝑤 =
1

𝑧
=

1

𝑥 + 𝑖𝑦
=

𝑥

𝑥2 + 𝑦2
−

𝑖𝑦

𝑥2 + 𝑦2
 

Sehingga diperoleh  
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𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑥

𝑥2+𝑦2
 dan 𝑣(𝑥, 𝑦) = −

𝑦

𝑥2+𝑦2
 

Jika 𝑥 dan 𝑦 dinyatakan dalam 𝑢 dan 𝑣 maka  

𝑢2 + 𝑣2 =
𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2
+

𝑦2

(𝑥2 + 𝑦2)2
=

1

𝑥2 + 𝑦2
 

Sehingga diperoleh 

𝑥 = 𝑢(𝑥2 + 𝑦2) =
𝑢

𝑢2+𝑣2
  dan  𝑦 = −𝑣(𝑥2 + 𝑦2) =

−𝑣

𝑢2+𝑣2
 

Jadi peta garis lurus di R2 oleh transformasi 𝑤 =
1

𝑧
 adalah  

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0
𝑤=

1

𝑧
→  𝑎 (

𝑢

𝑢2 + 𝑣2
) + 𝑏 (

−𝑣

𝑢2 + 𝑣2
) + 𝑐 = 0 

𝑐(𝑢2 + 𝑣2) + 𝑎𝑢 − 𝑏𝑣 = 0 

Jika c = 0, maka peta nya berupa suatu garis lurus. Tetapi jika c ≠ 0 petanya berupa lingkaran.  

2. Misalkan persamaan lingkaran di R2 adalah 𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 di 

transformasi oleh w = 1/z maka 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0
w = 1/z
→     

1

𝑢2 + 𝑣2
+

𝐴𝑢

𝑢2 + 𝑣2
−

𝐵𝑣

𝑢2 + 𝑣2
+ 𝐶 = 0 

𝑐(𝑢2 + 𝑣2) + 𝐴𝑢 − 𝐵𝑣 + 1 = 0 

Jika c = 0, maka peta nya berupa suatu garis lurus. Tetapi jika c ≠ 0 petanya berupa lingkaran. 

 

Contoh  

 



23 
 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



24 
 

 

Contoh 2  
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3.3  Transformasi Bilinier  
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LATIHAN 

1. Carilah masing-masing bayangan dari garis atau lingkaran dari persamaan dibawah ini 

:  
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BAB IV 

FUNGSI ANALITIK 

 

Pada bab ini dibahas suatu sifat fungsi kompleks yang terkait dengan eksistensi turunan dan 

kekontinuan fungsi kompleks yaitu fungsi analitik.  

4.1 Konsep Dasar Topologi di bidang Kompleks 
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4.2 Limit Fungsi Kompleks 

 

 

 

 

4.2  Turunan Fungsi Kompleks 
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4.3 Kekontinuan Fungsi Kompleks 
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4.4 Turunan Fungsi Kompleks 

 

 

 

 

 

 

Teorema 4.1.1 

 

 

 

 

Teorema 4.1.1 
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Teorema 4.1.2 
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4.5 Persamaan Cauchy Riemann 
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Teorema 4.1.3  

 

Teorema 4.1.4  
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4.6 Fungsi Analitik 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Contoh  
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4.7 Fungsi Harmonik 

 

Teorema 4.1.5 
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LATIHAN 
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